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Vorwort

Dieses Buch gibt einen Uberblick iiber die bekanntesten Verfahren des maschinellen Ler-
nens und betrachtet diese aus der Perspektive der mathematischen Statistik. Damit soll
dem Leser ein Ubergang zu der sehr weit verzweigten, spezialisierten Fachliteratur gege-
ben werden.

Viele Algorithmen des maschinellen Lernens wurden bereits vor einigen Jahrzehnten
entwickelt; deren Popularitét ist aber eng mit der Entwicklung entsprechend leistungs-
fahiger Computer verbunden. Die meisten Verfahren eint die Ausgangssituation, dass
hochdimensionale Eingangsdaten vorliegen und daraus Strukturen erkannt (Beispiel:
Komprimierung von Bildern) oder Vorhersagen fiir eine weitere Grofie erhalten werden
sollen (Beispiel: Lebenszufriedenheit von Personen in Abhidngigkeit von Alter, Arztbe-
suche pro Woche, KorpergroBe, ...). Oft ist dabei nicht jede Komponente der Eingangs-
daten relevant. Um zufriedenstellende Resultate zu liefern, miissen die Verfahren daher
ohne weitere Anleitung in der Lage sein, unwichtige Komponenten zu verwerfen. Die
Entwicklung erfolgte meist zunichst aus der Praxis heraus anhand konkreter Beispiele.
In dieser ersten Phase erfolgt naturgemél nur eine unzureichende theoretische Betrach-
tung. Das statistische Lernen hat zum Ziel, die wesentlichen Ideen der Verfahren aufzu-
greifen und diese aus statistischer Sicht zu analysieren und zu verbessern. Ganz konkret
setzen wir uns mit der Konvergenzrate der Algorithmen in Abhingigkeit von der Anzahl
der Trainingsdaten n und der Dimension d der Eingangsdaten auseinander. Dies ermog-
licht einerseits eine genaue Analyse der Leistungsfahigkeit der Verfahren bei hochdimen-
sionalen Eingangsdaten; andererseits sind die Ergebnisse auch ohne grofles Vorwissen
und ohne Verstindnis der Beweise gut zu erfassen.

Wir behandeln die folgenden Teilbereiche des maschinellen Lernens:

e Supervised Learning
e Reinforcement Learning
e Unsupervised Learning

Der erste Teil des Buches beschiftigt sich mit Supervised und Reinforcement Learning
(das hier didaktisch aus dem Supervised Learning hervorgeht), der zweite, kiirzere Teil
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behandelt das Unsupervised Learning. Bei dem Aufbau des Buches wurde darauf geach-
tet, die einzelnen Kapitel weitestgehend unabhiéngig voneinander behandeln zu kénnen.
Eine Ausnahme bilden die Kap. 1 und 3, welche grundlegende Notationen und Ansitze
fiir die jeweils nachfolgenden Kapitel aufzeigen.

Um einen moglichst breiten Uberblick geben zu konnen, der auch interessante und
neue Themenbereiche mit einschlief3t, ist eine Reduktion in der Detailtiefe notig. Dieses
Buch hat daher ausdriicklich nicht das Ziel, jedes Verfahren und dessen Weiterentwick-
lungen fiir speziellere Probleme bis ins Kleinste zu erkunden. Stattdessen soll der Leser
nach der Lektiire des Buches in der Lage sein, fiir ein gegebenes Problem Losungsan-
sdtze mit Verfahren des maschinellen Lernens vorschlagen zu konnen, und sich iiber
deren Vor- und Nachteile sowie die zugrunde gelegten Modellannahmen bewusst sein.
Fiir die Anwendung in der Praxis ist dann eventuell ein genaueres Studium des jeweili-
gen Verfahrens notig. Diesem Duktus folgend werden fiir die Herleitung wichtige Sitze
aus verschiedensten mathematischen Teilgebieten nur zitiert und ohne genauere Ausein-
andersetzung angewandt; komplette Beweise sind aufgrund der Ldnge der Argumentatio-
nen nur selten moglich; in diesem Fall verweisen wir auf die entsprechenden Fachartikel.

Ein Kapitel arbeitet fiir das jeweilig untersuchte Verfahren Folgendes heraus:

e die aus mathematischer Sicht vorliegende Modellannahme des Problems, d. h., wel-
che Annahmen stellen wir an den ,,wahren* Zusammenhang der Eingangs- und Aus-
gangsdaten,

e cine anschaulich motivierte und mathematische Formulierung des fiir das Verfahren
zu losenden Optimierungsproblems,

e Losung der Optimierungsprobleme in der Praxis,

o bisher bekannte Resultate fiir die Konvergenzraten unter geeigneten Bedingungen.

Dafiir fithren wir jeweils die in der wissenschaftlichen Literatur vorherrschende Nota-
tion ein. Um den Leser nicht zu verwirren und dem Dozenten eine einfachere Handha-
bung zu ermdglichen, haben wir diese allerdings soweit wie moglich vereinheitlicht und
systematisiert. Mitunter fithren wir auch unkonventionelle neue Bezeichnungen ein, um
teilweise nur wortlich vorhandene Definitionen auf ein sicheres mathematisches Funda-
ment zu stellen. Dies erleichtert dann auch eine Formalisierung der Konvergenzresultate.
Soweit didaktisch sinnvoll, stellen wir auch Beweise fiir die Aussagen oder zumindest
Beweisskizzen zur Verfiigung. Explizit mathematische Teile oder Beweise, die fiir das
Verstindnis des restlichen Kapitels nicht zwingend notwendig sind, sind separiert in den
Abschnitten ,,Theoretische Resultate® zu finden.

Aus Griinden der besseren Lesbarkeit verwenden wir in diesem Buch iiberwiegend
das generische Maskulinum. Wir meinen damit stets alle Geschlechter.


http://dx.doi.org/10.1007/978-3-662-59354-7_1
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Allgemeine Informationen zur Didaktik

Das Buch richtet sich an Studierende der Mathematik hoheren Semesters, die bereits
Vorkenntnisse in Wahrscheinlichkeitstheorie besitzen. Es kann als Basis fiir eine vier-
stiindige Vorlesung in einem Semester genutzt werden. Dazu wird empfohlen, die teil-
weise ldnglichen mathematischen Definitionen mittels Folien zu prédsentieren, die in
jedem Fall auch die Anwendungen der vorgestellten Verfahren auf Beispiele enthalten
sollten.

Begleitend zum Buch ermdglichen wir die intensivere Auseinandersetzung durch
Bereitstellung von elementar formulierten Quelltexten in der Programmierspra-
che ,R“, welche hdufig in der Statistik genutzt wird (https://www.springer.com/de/
book/9783662593530). Natiirlich konnen unsere Programme in puncto Geschwindigkeit
nicht mit maschinenndheren Programmiersprachen wie ,,Python* mithalten. Dafiir ist es
mit der elementaren Formulierung moglich, den Algorithmus als Gesamtes zu begrei-
fen und ihn nicht durch unnétig komplizierte Quelltexte lidnger als eine black box zu
betrachten. ,,R* bietet auBerdem den Vorteil, dass mit wenig Aufwand Visualisierungen
der Ergebnisse erhalten werden konnen. Das erworbene Wissen kann mittels der sich am
Ende der Kapitel befindenden Ubungsaufgaben iiberpriift werden, wobei hier der Fokus
vor allem auf der Anwendung und Implementierung der Verfahren liegen sollte.

Kapiteliibersicht und Empfehlungen

Wir geben hier eine kurze Kapiteliibersicht und einige Anmerkungen iiber die gegen-
seitigen Abhingigkeiten. Auch wenn die Kapitel weitestgehend unabhingig voneinan-
der gestaltet sind, so enthalten gerade die Kap. 1 und 3 einige wesentliche Grundlagen,
welche fiir das Verstidndnis der Ansédtze und Notationen in allen weiteren Kapiteln von
Bedeutung sind. Naturgemid$ sind jedoch nicht alle Inhalte dieser Kapitel fiir alle vor-
gestellten Verfahren notwendig. Es wird daher empfohlen, diese nicht komplett zu lesen,
sondern bestimmte Teile davon erst an den Stellen zu konsultieren, wo diese das erste
Mal benotigt werden.

e In Kap. 1 werden die grundlegenden Notationen fiir das Unsupervised Learning sowie
einige gingige Techniken in der Praxis eingefiihrt. Es wird empfohlen, zunichst die
Abschn. 1.1, 1.2 und 1.3 zu behandeln und sich nur einen Uberblick iiber Abschn. 1.4
zu verschaffen. Die restlichen Abschnitte sollten dort genutzt werden, wo die Verfah-
ren die dargestellten Hilfsmittel bendtigen.

e Kap. 2 behandelt einige Standardverfahren fiir lineare Modelle fiir Regression. Es ist
davon auszugehen, dass Personen mit einer grundlegenden Statistikausbildung den
KQ-Schitzer kennen. Daher sollte hier vor allem darauf Wert gelegt werden, dass
nicht langer die Schitzung der Parameter, sondern der daraus abgeleitete Algorithmus
im Vordergrund steht. Durch Einfiihrung des Lasso-Schitzers soll deutlich werden,
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unter welchen Annahmen auch bei hochdimensionalen Eingangsdaten die Konstruk-
tion eines sinnvollen Verfahrens moglich ist. Zum Verstindnis der in Kap. 2 einge-
fiihrten Algorithmen ist die ausfiihrliche Auseinandersetzung mit der Modellannahme
und der damit verbundenen Standardisierung der Daten im Abschn. 2.1.1 nicht not-
wendig.

e In Kap. 3 stellen wir die Grundlagen fiir die Behandlung von Klassifikationsproble-
men zur Verfigung. Um auch hier den Fokus nicht zu sehr auf die Theorie zu legen,
wird empfohlen, nur den Abschn. 3.1 und den Anfang von Abschn. 3.2 (ohne die Dar-
stellung der Moglichkeiten 1 und 2) zu lesen und die weiteren Teile erst zu konsultie-
ren, wenn dies im Buch ausgewiesen ist.

e In Kap. 4 werden einige Standardverfahren fiir lineare Modelle in Klassifikations-
problemen behandelt. Mit der Einfiihrung der Support Vector Machine (SVM) ab
Abschn. 4.3 wird hier das erste komplexere Modell aus dem Bereich des maschinellen
Lernens behandelt.

e Das Kap.5 zu nichtparametrischen Methoden ist als Ubergangskapitel konzipiert.
Es soll einerseits erste Methoden bereitstellen, die auch fiir nichtlineare Modellan-
nahmen Ergebnisse liefern, andererseits aber auch den beschrinkten Nutzen dieser
Methoden bei hochdimensionalen Eingangsdaten deutlich machen. Als Motivation
fiir nachfolgende Kapitel wird mit der Modellannahme des naiven Bayes-Klassifi-
zierers eine erste Moglichkeit prisentiert, allgemeine (nichtlineare) Zusammenhinge
zwischen Eingangs- und Ausgangsdaten zuzulassen und trotzdem gute Ergebnisse zu
erhalten.

e In Kap. 6 werden Verfahren basierend auf sogenannten Regressions- und Klassifikati-
onsbiaumen eingefiihrt. Durch Bagging, Boosting und das Prinzip des Random Forests
lernen wir allgemein formulierte Methoden zur Verbesserung dieser Verfahren ken-
nen. Abschn. 6.2 ist hierbei theoretisch orientiert und stellt einen Zusammenhang der
Konvergenzeigenschaften von Bidumen zu den nichtparametrischen Methoden aus
Kap. 6 her. Er kann beim Lesen ausgelassen werden.

e Mit den neuronalen Netzwerken in Kap. 7 erreichen wir ein Gebiet des maschinel-
len Lernens aus der aktuellen Forschung. Wir geben eine didaktisch orientierte Moti-
vation, stellen die Theorie auf ein mathematisch sicheres Fundament und geben am
Ende des Kapitels einen Ausblick auf in der Praxis verwendete komplexere Struktu-
ren.

e Das Kap. 8 gibt eine Einfiihrung in das Teilgebiet des Reinforcement Learning. Die
ersten drei Abschn. 8.1, 8.2 und 8.3 sind hierbei unabhédngig vom bisher eingefiihrten
Stoff im Buch. Erst im letzten Teil, Abschn. 8.4, wird eine Verbindung zu neuronalen
Netzwerken und den Methoden des Supervised Learnings hergestellt.

e Die Kap. 9 und 10 geben eine Einfiihrung in das Gebiet des Unsupervised Learning
mittels der Techniken der Reprisentantenfindung und der Dimensionsreduktion. Die
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besprochenen Techniken sind unabhingig von den iibrigen Kapiteln des Buches. In
Kap. 10 werden jedoch einige Ansitze verwendet, die auch bei der SVM (vgl. Kap. 4)
genutzt werden.
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1.1 Die Problemstellung des Supervised Learnings

Supervised Learning bzw. Uberwachtes Lernen ist ein Teilgebiet des maschinellen Lernens.
In Abschn. 1.1.1 geben wir zunéchst einige typische Anwendungsbeispiele und leiten daraus
eine mathematische Formulierung der Problemstellung ab.

1.1.1  Struktur der Daten
Mit Methoden des Supervised Learning konnen folgende Problemstellungen gelost werden:

a) Handschrifterkennung: Bestimme die Postleitzahl des Zielorts eines Briefes aus einer
von Hand geschriebenen Zahl,

b) Aktienpreis: Sage den Preis einer Aktie in 6 Monaten vorher,

c) Spamerkennung: Bestimme bei einer gerade empfangenen E-Mail, ob es sich um uner-
wiinschte Werbung handelt oder nicht,

d) Spracherkennung: Ermittle den gesprochenen Buchstaben (oder ganze Worter) in einer
Tonaufnahme.

© Springer-Verlag GmbH Deutschland, ein Teil von Springer Nature 2019 1
S. Richter, Statistisches und maschinelles Lernen,
https://doi.org/10.1007/978-3-662-59354-7_1

1


http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1007/978-3-662-59354-7_1&domain=pdf
https://doi.org/10.1007/978-3-662-59354-7_1

2 1 Supervised Learning: Grundlagen

In obigen Beispielen liegt jeweils folgende Situation vor: Gegeben ist ein Objekt mit gewis-
sen Eigenschaften X, und gesucht ist eine ZielgroBe Y, im Einzelnen:

a) X istein Scan der Briefoberflidche, Y die gesuchte Postleitzahl,

b) X sind die gesamten bekannten Daten der Firma, anderer Aktien und allgemeiner 6ko-
nomischer Marker, Y ist der Preis der Aktie in 6 Monaten,

c) X istdie E-Mail, Y ,,.Spam* oder ,.kein Spam‘,

d) X ist die Tonaufnahme, Y beschreibt den gesuchten Buchstaben.

Alle Algorithmen des Supervised Learning verlangen das Vorliegen einer solchen Problem-
struktur. Fiir die Groen X und Y werden folgende Bezeichnungen verwendet:

e X heiBBt Featurevektor (oder Input), die einzelnen Komponenten heilen Features.
e Y heilBt Label (oder Output).

In Anwendungsproblemen kann es sich bei X um Text, Bilder, Tonaufnahmen usw. handeln,
d.h., X kann zunéchst jede Art von Struktur besitzen. In vielen Fllen ist es jedoch moglich,
durch eine Vorbearbeitung der Daten zu erreichen, dass X ein reellwertiger Vektor ist, d. h.
X e RY mit geeignetem d € N gilt:

e Bei Graustufenbildern konnen beispielsweise die Grauwerte der einzelnen Pixel in einem
Vektor zusammengefasst werden. Ein 100 x 100-Pixel-Bild entspricht dann einem Vektor
B e R10:000

e Textkann je nach Problemstellung durch reellwertige KenngrofBen, die fiir Y relevant sind,
ersetzt werden. Im Kontext von Beispiel ¢) kann der Mailtext X umgewandelt werden
zu einem Vektor X = (ai, ..., a4)T € R*, wobei a; das Vorkommen der Worter und

Zeichen !, ,gratis®, ,,*, ,Luxus® zihlt (natiirlich kénnen hier noch weitere Kenngréien
ergédnzt werden).

Die Dimension d von X kann je nach Anwendungsproblem sehr grof} sein.

Die GroBe Y erfiillt in der Regel Y € Roder Y € {1, ..., K}, wobei K € N. Im ersten
Fall spricht man von einem Regressionsproblem (vgl. Beispiel b)), im zweiten Fall von
einem Klassifikationsproblem mit K Klassen (vgl. Beispiele a),c),d)).

Zur Wahrung einer moglichst allgemeinen Theorie bezeichnen wir die Raume, in welchen
sich X und Y befinden, zunichst mit X’ bzw. V.

1.1.2 Ermittlung von Algorithmen

Ziel des Supervised Learning ist die Ermittlung eines Zusammenhangs zwischen X und
Y, idealerweise ausgedriickt durch eine (deterministische) Funktion ¥ = f*(X) mit
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f*: X — Y. Zur Bestimmung von f* sind in der Regel eine bestimmte Anzahl n € N
von Beobachtungen fiir X und zugehorigem Y gegeben. Diese Beobachtungen werden mit
(Xi,Yi),i =1,...,n bezeichnet und Trainingsdaten genannt.

Fiir die theoretische Betrachtung nehmen wir in diesem Buch an, dass jedes einzelne
Trainingsdatum einer Wahrscheinlichkeitsverteilung P*-Y) entstammt. Das bedeutet, die
Gesamtheit der (X;, Y;), i = 1,...,n ist reprdsentativ fiir das gegebene Problem; man
erwartet, dass bei erneuter Erzeugung von Beobachtungen (z.B., wenn der gefundene
Zusammenhang in der Praxis verwendet werden soll) dhnliche Werte wie bei den bereits
erhaltenen (X;, Y;) auftreten. Diese Annahme ist verletzt, wenn man eine willkiirliche Aus-
wahl der Trainingsdaten anhand bestimmter Eigenschaften getroffen hat. Auch eine syste-
matische Beeinflussung der Messwerte wihrend des Messvorgangs darf nicht auftreten.

Weiterhin gehen wir davon aus, dass die Trainingsdaten untereinander stochastisch unab-
hdngig sind. Anschaulich bedeutet dies, dass sich die Werte der (X;, Y;) wihrend der Samm-
lung nicht untereinander beeinflusst haben. Entsprechen die X; z.B. mehreren iiber die
Zeitpunkte i = 1, ..., n gemessenen Grofen, so muss gewihrleistet sein, dass zeitlich nah
beieinander liegende X; nicht stérker iibereinstimmen als zeitlich weit auseinander liegende
X; (Gleiches gilt fiir die Y;).

In der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie bedeuten beide Annahmen zusammen,
dass (X;, Y;) S PX.1) unabhingig und identisch verteilt sind (kurz: i. 1. d. fiir independent
and identically distributed). Fiir die meisten der in diesem Buch vorgestellten Verfahren
gibt es auch statistische Resultate fiir den Fall, dass diese Annahme verletzt ist; das Studium
dieser Theorien geht jedoch iiber den Horizont dieser Einfiihrung hinaus und wird nicht
besprochen.

Eine exakte Angabe von f* mittels der (X;,Y;), i = 1,...,n ist oft nicht moglich.
Stattdessen versucht man, eine moglichst gute Schitzung von f* zu finden. Eine solche
Schitzung bezeichnen wir mit fn : X — ). Formal betrachtet ist fn eine kompliziertere
Abbildung: fn = fn (X1, Y1, ..., Xn, ¥,) hingt von den gegebenen Trainingsdaten ab, d. h.,
fiir jede Ausprdagung von (X;, ¥;),i = 1, ..., n liefert uns fn eine Anleitung, wie aus den
Beobachtungen eine Abbildung X — ) erhalten werden kann. Die Literatur gibt fiir fn
keine standardisierte Benennung; in diesem Buch verwenden wir fiir fn den Begriff des
Algorithmus. Damit entsteht eine Bezeichnungskollision mit dem namensgleichen Begriff
aus der Informatik: Wihrend uns eine mathematisch eindeutige Definition von fn geniigt,
verlangt man dort, dass fn in elementare Berechnungsschritte zerlegt werden kann.

Fiir die Bewertung von f:, gibt es zwei Qualititskriterien:

e Interpretierbarkeit (qualitativ): Konnen die Ergebnisse von ﬁ, genutzt werden, um ein
tieferes Verstindnis iiber den Zusammenhang zwischen X und Y zu erlangen?

e Vorhersagefihigkeit (quantitativ): Sagt fn (X) fiir neue Beobachtungen X das richtige
Y voraus bzw. wie gut ist diese Vorhersage? Die Messung der Qualitit einer Abbildung
f : X — Y erfolgt mittels einer Verlustfunktion L, welche den Abstand zwischen f(X)
und Y misst.
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Zur Ermittlung geeigneter Algorithmen stellt man eine Modellannahme an den Zusammen-
hang f* von X und Y. Dies geschieht beispielsweise durch Annahmen an die funktionale
Struktur von f*. Solch eine Annahme reduziert die Anzahl der moglichen Ausprigungen
von f* und ermoglicht damit eine systematische Ermittlung von fn durch Maximierung der
Vorhersagefihigkeit auf den Trainingsdaten. In diesem Buch stellen wir jeweils deutlich her-
aus, welche Modellannahme durch ein Verfahren getroffen wird. Es ist zu beachten, dass bei
einer nicht der Realitiit entsprechenden Modellannahme das ermittelte fn beliebig schlechte
Resultate liefern kann; die gewissenhafte Auswahl ist daher von grofler Wichtigkeit.

Uber die letzten Jahrzehnte gab es eine Paradigmenverschiebung bei der Entwicklung
von Algorithmen fn: Friiher arbeiteten Experten sehr lange daran, bereits vor Ermittlung des
Algorithmus die wesentlichen Komponenten von X fiir die Vorhersage von Y zu extrahieren
(d.h., die sogenannte feature extraction wurde mithilfe von Expertenwissen durchgefiihrt).
Bei der Modellannahme und der darauf basierenden Berechnung des Algorithmus konnte
dann davon ausgegangen werden, dass alle Komponenten von X sehr wichtig fiir die Vor-
hersage von Y sind. Die Dimension des Vektors X € R? war nur moderat groB (oftd < 20).
Die Anzahl der Trainingsdaten n war wesentlich groBer als d (kurz: n > d).

Heutige Regressions- und Klassifikationsprobleme sind héufig hochdimensional, d.h.,
die gegebenen X sind Vektoren hoher Dimension. Die Vorbearbeitung von X mittels Exper-
tenwissen ist entweder nicht mehr vorhanden oder miindet in einer nur unzureichenden
Reduktion der Komponenten von X. Entsprechend ist nicht jede Komponente von X wichtig
fiir die Vorhersage von Y. In Bezug auf die Anwendungen (a) und (c) oben ist beispielsweise
nicht jedes Pixel des Scans der Briefoberfliche wichtig fiir die Vorhersage der Postleitzahl;
genauso kann es sein, dass die Anzahl der Ausrufezeichen ,,! “ kein sinnvoller Indikator fiir
eine Spammail ist. Ein Algorithmus aus dem Gebiet des maschinellen Lernens muss daher
die fiir Y wichtigen Komponenten von X erkennen und dann darauf basierend Vorhersagen
fiir Y treffen.

In Abschn. 1.2 formalisieren wir die hier eingefiihrten Begriffe und betten sie in die
statistische Entscheidungstheorie ein.

1.2  Statistische Entscheidungstheorie

Seien X, ) metrische Riaume und B(X), B())) die zugehorigen Borel’schen o-Algebren.
Fordern wir im Folgenden Messbarkeit von Funktionen f : X — ), so meinen wir B(X)-
B(Y)-Messbarkeit.

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die GréBen X : Q — Xund Y : Q@ — Y
seien messbare Abbildungen (Zufallsvariablen). Wir unterstellen damit, dass die Gréen
X, Y bei der Datensammlung zufillige Werte in X bzw. ) mit jeweils festgelegten, aber
unbekannten Wahrscheinlichkeiten annehmen. Die dadurch resultierende Wahrscheinlich-
keitsverteilung von (X, Y) auf X x ) entspricht der induzierten Verteilung P&V,
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Die Modellierung von (X, Y) als zufillige Groe bedeutet, dass auch bei Beobachtung
zweier Paare (X1, Y1) und (X3, ¥>) mit gleichen Werten X; = X, moglicherweise zwei
verschiedene Y] # Y> auftreten. Wir unterstellen also keinen vollstindig deterministischen
Zusammenhang der Form ¥ = f*(X) zwischen den Beobachtungen X und Y. Stattdes-
sen erwarten wir, dass X, Y durch Umwelteinfliisse verrauschten Beobachtungen ,,wahrer*
Werte x € X, y € ) entsprechen, fiir welche eine deterministische Beziehung y = f*(x)
gilt. Die nur in der Theorie existierende Wahrscheinlichkeitsverteilung P&-Y) enthilt alle
Informationen iiber mogliche Kombinationen von X, Y, ist aber in der Praxis unbekannt.
Informationen iiber P*X-¥) konnen jedoch aus Trainingsdaten abgeleitet werden.

Anschaulich steht (X, Y) fiir den Prototyp eines Trainingsdatums. Fiir die folgenden
Definitionen nutzen wir (X, Y) auch als neue Beobachtung, die auftritt, nachdem ein Algo-
rithmus fn basierend auf Trainingsdaten festgelegt wurde. Die Qualitédt von f,, kann dann
mittels (X, Y) bestimmt werden.

Wir definieren nun zunéchst formal, welche grundlegenden Eigenschaften wir von einer
Funktion f : X — ) erwarten und wie deren Qualitéit mittels einer Verlustfunktion gemes-
sen werden kann:

Definition 1.1
Es bezeichne EZ den Erwartungswert einer Zufallsvariable Z.

e FEine Entscheidungsregel ist eine messbare Abbildung f : X — ).

e Eine Verlustfunktion ist eine messbare Abbildung L : Y xY—R>o. Bei Anwendung der
Entscheidungsregel f entsteht der Verlust L(Y, f(X)).

e Das Risiko von f ist R(f) := EL(Y, f(X)). ¢

Wihrend die Verlustfunktion zunéchst nur das Abstandsmal3 zwischen Vorhersage f(X)
und Y bereitstellt, driickt das Risiko den im Mittel erwarteten Fehler bei Nutzung von f
aus. Daher ist uns vor allem an der Bestimmung von Entscheidungsregeln f : X — )Y
gelegen, fiir die R(f) moglichst klein ist.

In diesem Buch nehmen wir nun stets X C R¢ und ) C R (Regressionsproblem) oder
Yy={l,...., K} mit K € N, K > 2 (Klassifikationsproblem) an. Zwei hiufig verwendete
Verlustfunktionen sind:

Beispiel 1.2
e Falls Y C R, so heil3t
L(y,s) = (y —s)?

quadratische Verlustfunktion.
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e FallsY ={1,..., K} mit Ke N, K > 2, so heil3it

1, y#s,

o=l {0 y=s

0-1-Verlustfunktion. Die Funktion 1. hei3t Indikatorfunktion.

Bemerkung Bei der 0-1-Verlustfunktion misst man nur, ob die richtige Klasse bestimmt
wurde oder nicht. Je nach Problem kann diese aber genauer auf die Situation zugeschnitten
definiert werden.

Auch wenn PX-Y) in der Praxis unbekannt ist, so kann die theoretische Bestimmung
von R(f) fiir eine beliebige Entscheidungsfunktion f weitere Hinweise auf einen geeig-
neten Algorithmus geben. Wir bestimmen R(f) fiir den Fall der quadratischen und der
0-1-Verlustfunktion:

Lemma 1.3 (Theoretische Berechnung von R( f) bei Kenntnis von P(X>1))

e Ist Y = Rund L die quadratische Verlustfunktion, so gilt
R(f) = EL(Y, f(X)) = E[(Y — £(X))"] = fX /y (v — £(0))? dPYX=5(y) dPX (x),

und R(f) wird minimal fiir f*(x) = E[Y|X = x]. f* bestimmt also den im Mittel
erwarteten Wert fiir Y bei gegebener Realisierung x.
e IstY ={l1,..., K}und L die 0-1-Verlustfunktion, so gilt

R(f) =ELY, f(X)) =PX # f(X)) = /X]P’(Y # [(X)|X = x) dP¥(x),

und R(f) wird minimal fiir jede Funktion f* : X— ) mit

f*(x) € arg min [1 —P(Y =k|X = x)] = arg max P(Y = k|X = x). (1.1)
kefl,...,K} kefl,...,K}

f* wihlt die Klasse aus, die bei gegebener Realisierung x am wahrscheinlichsten ist. f*

hei3t auch Bayes-Klassifizierer oder MAP-Klassifizierer, wobei MAP eine Abkiirzung

fiir den englischen Begriff maximum a posteriori ist. f* ist fiir diejenigen x € X, fiir

welche mehrere k € {1, ..., K} Maximierer von GI. (1.1) sind, nicht eindeutig bestimmt.

Die R(f) minimierende Entscheidungsregel f* hat eine herausgehobene Stellung und wird
wie folgt bezeichnet:

Definition 1.4
Der Minimierer f* von R(f) heiit Bayes-Regel oder (im Klassifizierungsproblem) Bayes-
Klassifizierer. Das zugehorige Risiko R( f*) heiit Bayes-Risiko. ¢
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Genauso wie P(Y) ist £* in Anwendungen unbekannt, trotzdem ist das Ziel natiirlich die
Bestimmung einer Entscheidungsregel, die moglichst ,,nah an f* liegt. Das Verfahren zur
Ermittlung einer Entscheidungsregel basierend auf Trainingsdaten nennen wir Algorithmus:

Definition 1.5 (Algorithmus)
G4
Beobachtungen (X;, ¥;) ~ pX ) i =1,...,n heiBen Trainingsdaten. Die Zusammen-
fassung aller Trainingsdaten bezeichnen wir mit 7, := (X;, Y;)i=1,.. n-
Eine messbare Abbildung f,, : Q x X — Y heiit Algorithmus, falls es eine messbare

Abbildung A : (X x V)" x X — Y gibt, so dass fiir alle w € Q, x € X gilt:
fa(w,x) = A(T, (@), x) (1.2)

Fiir jede Realisierung w € €2 heifit f,, (w) : X — Y die von fn induzierte Entscheidungsre-
gel. ¢

Bemerkung 1.6

e Die Darstellung in GI. (1.2) bedeutet, dass die von fn gelieferten Entscheidungsregeln
nur auf Basis der vorliegenden Trainingsdaten bestimmt werden und keine weiteren
zufilligen Informationen aus der Umwelt einflieen.

e Im Folgenden schreiben wir oft kurz fn anstelle von f” (w). Damit interpretieren wir
einen Algorithmus als zufillige Entscheidungsregel, welche sich je nach vorliegenden
Trainingsdaten dndert.

Die Qualitit eines Algorithmus wird mittels des Generalisierungsfehlers gemessen:

Definition 1.7 (Generalisierungsfehler)
ER( fn) heiBt Generalisierungsfehler, wobei

R(fn) :=E[L(Y, f,(X)IT,]

mit (X, Y) ~ PXY) ynabhingig von Tj,. ¢

Bemerkung 1.8
Aus theoretischer Sicht findet die Bewertung der Qualitit von f;, in zwei Schritten statt:

e Derbedingte Erwartungswert R ( fn) = E[L(Y, ﬁ, (X))|T,,] berechnet das Risiko der von
fn induzierten Entscheidungsregel unter der Annahme, dass die zur Bewertung heran-
gezogene Beobachtung (X, Y) unabhingig von den Trainingsdaten ist. R( fu) fiihrt aber
keine Bewertung der Trainingsdaten durch, welche zur Ermittlung von fu gefiihrt haben.
So kann es beispielsweise sein, dass durch ,,ungiinstige Zuflle die Trainingsdaten 7,
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nicht reprisentativ fiir den allgemeinen Zusammenhang zwischen X und Y waren. In
diesem Fall ist R( fn) grof3, obwohl der Algorithmus ﬁ, eventuell sehr gut ist.

e Erstder Generalisierungsfehler ER ( f,,) bewertet den Algorithmus fn d.h. die Vorschrift,
mit welcher die Entscheidungsregeln aus 7;, gewonnen werden, indem das Risiko R( f,,)
iiber alle Konfigurationen von theoretisch moglichen Trainingsdaten gemittelt wird.

Fiir theoretische Resultate und die Herleitung neuer Algorithmen sind daher vor allem
ER( fn) oder statistische Aussagen iiber die Grofie von R( fn) von Interesse, wohingegen in
der Praxis die Bestimmung von R( f,,) fiir die konkret erhaltene Entscheidungsregel f:, (w)
im Vordergrund steht (vgl. Bemerkung 1.17).

Eine quantitative Bewertung von fn istin der statistischen Theorie mittels Vergleich zum
Bayes-Risiko R(f*) moglich. In diesem Buch legen wir besonderen Wert auf den Einfluss
der Dimension d auf die Qualitit von f,,, weshalb diese explizit in die folgende Definition
einflieB3t:

Definition 1.9 (Excess Bayes Risk)

o ER( fn) — R(f™) > 0 heiBit das Excess Bayes Risk. Der Ausdruck gibt an, wie stark das
Bayes-Risiko durch den Generalisierungsfehler tiberschritten wird.

e Fiir jedes d € N sei (Y4(n)),en eine monoton fallende Folge. Ein Algorithmus lernt
im Durchschnitt mit Konvergenzrate y4(n), falls eine von d, n unabhingige Konstante
C > 0 existiert, sodass

firallen € N : ]ER(f,,) — R(f* < C -ygn). (1.3)

Ein Algorithmus lernt mit hoher Wahrscheinlichkeit mit Konvergenzrate ¥4(n), falls

lim sup lim sup P (|R(fn) — R(f")|>c- 1//d(n)> —0. (1.4)

c—>00 d,n—>00

In vielen Modellen ist ein Beweis von GI. (1.3) nicht ohne Modifikation der in Abschn. 1.3
eingefiihrten Standardansétze zur Ermittlung von Algorithmen moglich. Wir werden daher
oft nur Gl. (1.4) zeigen. Aussagen dieser Form benétigen iiblicherweise noch eine weitere
Einschrinkung an das Verhalten von d im Vergleich zu n. Formal driicken wir dies aus,
indem wir d = d,, als von n abhingige Grofle betrachten.

Sind Trainingsdaten (X;, ¥;),i = 1, ..., n gegeben, so scheint eine naheliegende For-
derung an f,, Zu sein:

firallei € {1,...,n}: L(fu(Xi),Y;)) =0 (1.5)
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Fiir viele Verlustfunktionen ist dies gleichbedeutend mit
firallei € {1,...,n}: fu(Xi) =Y,

d. h. der korrekten Wiedergabe der Trainingsdaten. Dieser Ansatz hat jedoch zwei Nachteile:

e Es wird verkannt, dass die X;, ¥; durch zufillige Umwelteinfliisse verfélscht sind und
einige ¥; gar nicht den ,,bestmoglichen” Antworten f*(X;) entsprechen. Im schlimmsten
Fall gibt es zwei Beobachtungen (X;,, ¥;,) und (X;,, Y;,) mit X;, = X;,, aber ¥;;, # Y,
so dass die Erfiillung von Gl. (1.5) gar nicht moglich ist. Ist Gl. (1.5) ganz oder zumindest
fiir sehr viele Indizes i niherungsweise erfiillt, so sprechen wir von einer Uberanpassung
an die Trainingsdaten (engl. overfitting).

e GI.(1.5) gibt keinerlei Information dariiber, wie fn (x) fir x ¢ {X1,..., X,;} zu wihlen
ist. Gerade in der Praxis soll fn aber auch auf vorher nicht gesehene Fille angewandt
werden.

Zur Korrektur und Erweiterung des Ansatzes aus Gl. (1.5) ist eine Annahme an die Struk-
tur von f* notig. Diese muss uns ermdglichen, den Wert von f*(x) auch fiir x € & in
einer Umgebung der Trainingsdaten X;,i = 1, ..., n abschitzen zu kénnen. Ublicherweise
erfolgt die Formulierung einer Annahme an f* durch Angabe einer Funktionenklasse:

Definition 1.10 (Modellannahme)
Ist 7 C {f : X — )Y messbar} eine beliebige Menge von Funktionen, so nennen wir
f* € F eine Modellannahme an f*. ¢

Ein zugehoriger Algorithmus f,, wihlt dann {iblicherweise ebenfalls nur Elemente von
F aus.

Oft ist die Modellannahme eine Vereinfachung des tatsidchlichen Zusammenhangs zwi-
schen X und Y und trifft in der Realitit nicht zu (d.h. f* ¢ F). In diesem Fall gilt folgende
Zerlegung des Excess Bayes Risks:

ER(f,) — R(f*) = [ER(ﬁ) — inf R(f)] + [inf R(f) — R(f*)}
feF feF

Schitzfehler Approximationsfehler

Der Approximationsfehler ist dann ein durch unsere Vereinfachung unvermeidbarer Feh-
ler. Fiir die Bestimmung eines guten Algorithmus muss daher der Schditzfehler minimiert
werden.

Das folgende einfache Regressionsproblem soll die Begriffe an einem Beispiel verdeut-
lichen:
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Beispiel 1.11 Esseien X : Q - X = Rund Y : @ — )Y = R, und es gelte (,,in der
Realitit®)
Y= fo(X)+e

mit einer unstetigen Funktion fy : R — R und einem zufilligen Fehler ¢. Es gelte E¢ = 0,
und ¢ sei unabhédngig von X.
Uns ist der wahre Zusammenhang unbekannt. Wir machen die Modellannahme:

Y = fo(X) +e

mit einer stetigen Funktion f, : R — R.
Wir verwenden die quadratische Verlustfunktion L(y, s) = (y — s)2. Dann gilt:

[0 =ElY|X = x]= fo(x),

d.h., unsere Modellannahme lautet fy = f* € F := {f : R — R stetig} und ist offen-
sichtlich verletzt. Das Bayes-Risiko ist

R(f*) =EL(Y, f*(X)) = E[¢*].

Das Risiko fiir eine beliebige Entscheidungsfunktion f € F lautet:
2
R(f)=E Y  —fX =E[(fo(X) — f(X)*] + E[¢’],

=fo(X)+e

d.h., der durch die Modellannahme verursachte Approximationsfehler lautet
inf R(f)— R(f*) = inf E[(fo(X) — £(X)?*].
ot (f) = R(™) ot [(fo(X) — f(X))?]

Fiir die Hohe des Approximationsfehlers kommt es also z. B. darauf an, wie hdufig Beob-
achtungen X nahe der Unstetigkeitsstellen von fp (wo unsere Modellannahme die gréften
Fehler verursacht) auftreten.

Bei der Wahl der Modellannahme F C {f : X — ) messbar} gibt es ein natiirliches
Dilemma: Da f,, die bestmogliche Entscheidungsfunktion aus ganz F liefern soll, dafiir

aber nur n Trainingsdaten zur Verfiigung stehen, ist die Qualitit von f,, abhingig von der
Grofe von F:

e Ist F groB, so ist der Approximationsfehler klein, aber der Schitzfehler grof3.
e Ist F klein, so ist der Approximationsfehler groB, aber der Schitzfehler klein.
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Bei vielen Modellen wird ein Element von F durch Angabe von Parametern festgelegt, d. h.
F = {fp : 6 € ©}, wobei ® ein Parameterraum ist. Im maschinellen Lernen gilt hiufig
® C R” mit Dimension p € N. Mit dem Begriff Komplexitdit von JF verweist man lose auf
den Wert von § (wie viele Parameter werden zum Beschreiben einer Komponente genutzt?)
oder darauf, wie ,,weit“ F noch von { f : X — ) messbar} entfernt ist.

Das Studium des Approximationsfehlers ist oft eine rein analytische Aufgabe und steht
bei uns nicht im Vordergrund. Wir werden daher oft annehmen, dass

f*eF unddamit inf R(f) — R(f*) =0.
feF

Fiir jedes in diesem Buch vorgestellte Verfahren des Supervised Learning stellen wir die
Modellannahme f* € F deutlich heraus, so dass in konkreten Anwendungsproblemen auch
eine Bewertung des Approximationsfehlers moglich ist.

Liegt ein Regressionsproblem vor, so gibt es unabhingig von obiger Diskussion eine
weitere Zerlegung des Excess Bayes Risks:

Lemma 1.12 (Excess Bayes Risk fiir die quadratische Verlustfunktion) Ist )) C R, L
die quadratische Verlustfunktion und f;, ein beliebiger Algorithmus, so gilt

ER(fn) — R(f*) = EMSE(f,(X)),
wobei
MSE(f(x)) := E[(fu(x) — f*(x))?], xeX

der mittlere quadratische Fehler (engl. mean squared error) des Algorithmus fn ist.
Es gilt die sogenannte Bias-Varianz-Zerlegung
2

MSE(f,(x)) = Var(f, () + [Bias(/, (x) (1.6)

wobei
° Bias(fn (x)) := ]Efn (x) — f*(x) der Bias von f,, (x) genannt wird und

e Var( fn x)H=E [( fn x)—E fn (x))z] die Varianz von fn (x) bezeichnet.

Beweis Ist L die quadratische Verlustfunktion, so gilt f*(X) = E[Y|X] (vgl. Lemma 1.3),
und daher:
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ER(fu) = E [(Y — fEX) + £ 0 - fn(X))Q]
=E[(v - 0P+ 2B B[ - £100) - (7100 — Ho0)|x, 1]

=E[(£*00—f 00 E[(r— =0 x]] =0
FE[(* 00 = £:007]
=R(/M)+E []E [(f,,(X) —~ f*(X)>2 ’xﬂ

Die Berechnung der beiden Terme ER( fn) und R(f*) kann also verlagert werden auf die
Untersuchung, wie sich die Differenz fn (x)— f*(x) firallex € X verhilt. GI. (1.6) bewertet
den Algorithmus anhand zweier Merkmale:

e Die Varianz misst, wie stark der Algorithmus von den Trainingsdaten abhingt, d.h.
wie stark sich eine Anderung einzelner Trainingsdatenpunkte auf die vom Algorithmus
induzierte Entscheidungsregel auswirkt.

e Der Bias beschreibt den durchschnittlich erwarteten systematischen Fehler der von fn
erzeugten Entscheidungsregeln. Ein systematischer Fehler entsteht, wenn der Algorith-
mus bestimmte Entscheidungsregeln in F durch zusitzlich eingefiihrte Zwangsbedin-
gungen bevorzugt. Dies kann durch Bestrafung unerwiinschter Eigenschaften von fn
geschehen oder durch Einschrinkung der Suche von fn auf eine kleinere Funktionen-
Klasse £ C F (obwohl man nur weil bzw. annimmt, dass f* € F).

Es scheint zunidchst nicht sinnvoll, mutwillig einen systematischen Fehler durch oben
genannte Moglichkeiten einzufiihren. Es hat sich jedoch gezeigt, dass ein moderater syste-
matischer Fehler zu einer erheblichen Einsparung bei der Varianz fiihren kann. Tatséchlich
geht ein kleiner Bias hdufig mit hoher Varianz einher und ein grof3er Bias mit einer kleinen
Varianz; man spricht von einem Bias-Varianz-Tradeoff. In diesem Sinne sind Algorithmen
mit sehr kleinem Bias nicht notwendig diejenigen mit dem kleinsten Generalisierungsfehler.
In Abb. 1.1 ist ein typischer Verlauf des Excess Bayes Risks ER( fn) — R(f*) in Abhéngig-
keit von der GroBe der Funktionenklasse & C F zu sehen.

1.3  Standardansatze zur Ermittlung von Algorithmen

In diesem Abschnitt stellen wir einen systematischen Ansatz zur Bestimmung von Algorith-
men vor. Wir gehen davon aus, dass eine Modellannahme f* € F mit geeigneter Funktio-
nenklasse F C {f : X— ) messbar} formuliert wurde und eine Verlustfunktion L vorliegt.
Dann sollte auch ﬁ, € F gelten und R( fn) moglichst gering sein; idealerweise sollte
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Abb. 1.1 Grafische 1
Darstellung des Excess Bayes
Risks ER(fy) — R(f*) und
der beiden Summanden
Varianz und Bias in
Abhingigkeit von der Grofle
der Funktionenklasse £ ¢ F

Excess Bayes Risk
ER(f.) — R(f")

=" Varianz

. el
optimale Modellkomplexitat
Modellkomplexitit = Groke von F
fa € arg min R(f) (1.7)

feF

gelten. Fiir eine beliebige Entscheidungsregel f kann das Risiko R(f) wie folgt geschitzt
werden:

Definition 1.13
Sind Trainingsdaten (X;, Y¥;),i = 1, ..., n gegeben und ist f : X— ) eine Entscheidungs-
regel, so heifit

. 1<
Ra(f) =~ 3 L(Yi, f(X0)
i=1

das empirische Risiko von f auf den Trainingsdaten. ¢

Ersetzen wir R(f) in Gl.(1.7) durch R, (f), erhalten wir einen Standardansatz zur
Bestimmung von Algorithmen.

Bemerkung 1.14 (Ansatz zur Bestimmung von Algorithmen 1)

. A . 1 =
fn€ argmin Ry (f),  Ru(f) == E LY, f(X:)).
feF n

i=1

Hingen Elemente von F von sehr vielen oder sogar unendlich vielen frei wéhlbaren Para-
metern ab, so nennen wir F hochdimensional oder von hoher Komplexitdt. In diesem Fall
ist das obige Minimierungsproblem nicht eindeutig 16sbar und eine Losung fn ist liberange-
passt an die Trainingsdaten (vgl. GI. (1.5)). Durch Bestrafung unerwiinschter Eigenschaften
von f,, kann die Menge der méglichen Losungen reduziert werden. Dazu fiihren wir einen
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Bestrafungsterm J : F — R (engl. penalty term) ein, welcher kleine Werte fiir erwiinschte
f € F und grofle Werte fiir unerwiinschte f € F liefert. J wird als zusitzlicher Summand
in das Minimierungsproblem eingefiigt:

Bemerkung 1.15 (Ansatz zur Bestimmung von Algorithmen 2)

fa€ arg min {R,(f) +2-J(H)}, (1.8)
feF

wobei A > 0 Komplexititsparameter oder Bestrafungsparameter genannt wird.

A gibt an, wie stark die Bestrafung J(f) von f im Vergleich zu 1?,,( f) ausfillt. Im Falle
hochdimensionaler F ist eine gute Wahl von A notwendig, um einen Algorithmus f;, mit
niedrigem Generalisierungsfehler zu erhalten.

Bemerkung 1.16 (Verbindung zwischen Bestrafungsterm und Bias) Unter Konvexi-
tdtsannahmen an f(’,,( f)und J(f) in f kann man zeigen (vgl. Definition 2.32): Gl. (1.8) ist
dquivalent dazu, dass f,,, » Losung des Minimierungsproblems

fur€ arg min R, (f)
fek

ist, wobei }A"A ={f € F: J(f) < {(MN)} und (1) eine reelle Zahl ist, dic von A und
den Trainingsdaten (X;, ¥;),i = 1, ..., n abhingt. Ublicherweise ist A — 7 (A) monoton
fallend, d. h., fiir wachsendes A findet eine systematische Verkleinerung des Raums F 5, statt.
Gilt fn ¢ .7:",\, so entsteht durch f,, » eine systematische Verfilschung des allein auf der
urspriinglichen Modellannahme basierenden Algorithmus fn, d.h., ein Bias entsteht. Im
Allgemeinen fiihrt ein groes A daher zu einem grofen Bias, aber aufgrund der geringeren
GroBe von F;, zu einer geringeren Varianz von f,,, A

Parameter, welche vor der Berechnung von fn gewihlt werden miissen, werden auch allge-
mein ohne Angabe des Zwecks Hyperparameter oder Tuningparameter genannt. In Bemer-
kung 1.15 beispielsweise verwendet man fiir A auch diese Bezeichnungen.

1.4 Trainieren, Validieren und Testen

Der Vorgang der Berechnung einer Entscheidungsregel f,,(w) aus einem vorgegebenen
Algorithmus wird als Training bezeichnet.

Fiir Qualitétsvergleiche und -angaben wird in Publikationen das Risiko R( fn) der ermit-
telten Entscheidungsregel angegeben, was dann gleichzeitig als Approximation des Gene-
ralisierungsfehlers ER( fn) fungiert. Fiir die Angabe von R( fn) ist jedoch die Kenntnis von
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PX.Y) nitig, die in der Praxis nicht gegeben ist. Werden jedoch nach der Berechnung von
fn weitere, von den Trainingsdaten unabhéngige Testdaten zur Verfiigung gestellt, so kann
R( fn) durch Mittelung der erhaltenen Verluste geschitzt werden:

Bemerkung 1.17 (Schéitzung von R(fn)) Seien (f(l-, )7,~) u PXY) i —=1,..., m Beob-
achtungen (Testdaten) unabhingig von 7T,,. Dann gilt aufgrund des starken Gesetzes der
groflen Zahlen:

R 1 & t oA N R R
empRT(f,) i= — Y L (Vi (%) "SFE[L(Y, LuCOT | = R 1.
o
empRT( fn) heiit empirisches Risiko von f,, auf den Testdaten oder Testfehler.

In Anwendungsproblemen sind Testdaten nicht immer verfiigbar. Bemerkung 1.17 kann
dann genutzt werden, indem die zur Verfiigung gestellten Beobachtungen in Trainingsdaten
(X;, Yi)i=1....n und Testdaten ()~( i f’i) i=1,....m aufgeteilt werden (zum Beispiel im Verhiltnis
n :m = 90 : 10) und die Berechnung von fu nur mittels der Trainingsdaten erfolgt.

.....

yeens

Bemerkung 1.18 Das empirische Risiko von f,, iiber die Trainingsdaten,

A

Rai) = S (v fixn).
i=1

wird auch Trainingsfehler genannt. Zur Schitzung von R( f,,) darf nicht R, ( f,,) genutzt
werden. Bei der Ermittlung von f » sind Informationen aus den Trainingsdaten eingeflossen;
wurde zum Beispiel Bemerkung 1.14 genutzt, so wurde die Entscheidungsregel f,, (w) darauf
trainiert, sich besonders gut an (X;, Y;);=1,..., anzupassen. Damit ist die Voraussetzung der
Unabhingigkeit in Bemerkung 1.17 verletzt, und im Allgemeinen gilt Rn( f,,) < R( f,,). Im
Extremfall der Uberanpassung Gl.(1.5) gilt 1%,, ( fn) = 0 (obwohl die Qualitit von fn gerade
in diesem Fall oft sehr schlecht ist).

Hingt fn » von einem Tuningparameter A > 0 ab, so wird in der Praxis auch eine Anleitung
fiir eine moglichst fundierte Wahl von A benétigt. Wir konzentrieren uns hier nur auf die
Tuningparameter des Typs aus Gl. (1.8), die nachfolgend vorgestellten Ansitze sind aber
auch bei allen anderen Arten anwendbar.

Ein iiblicher Ansatz arbeitet mit der Schitzung des Risikos R( fm ») und einer darauf
basierenden Wahl von L. Wie bereits in Bemerkung 1.17 motiviert, teilen wir dazu die
gegebenen Beobachtungen in eine Menge (X;, Y;)i=1,... » (Trainingsdaten) und eine Menge
(Xi, Yi)i=1

.....

.....
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Bemerkung 1.19 (Ermittlung von geeigneten Hyperparametern: Validierung) Seien
(Xi,Y)) Y PXY) = 1,..., m Beobachtungen (Validierungsdaten) unabhingig von T},.
Ermittle ﬁ, » auf Basis der Trainingsdaten (X, Y;);=1,..., und wihle

.....

A%t e arg min empVR(fn,A), (1.9)

A>0

wobei
m

empRV (/) = - 3L (i, fun(Ro)
i=1

das empirische Risiko auf den Validierungsdaten genannt wird.

Bemerkungen

e Das Vorgehen in Bemerkung 1.19 heilit Validierung. Der Name bezieht sich darauf, dass
verschiedene Werte fiir A anhand der Validierungsdaten gepriift (validiert) werden und
danach der am meisten geeignete Wert ausgewihlt wird.

e Wir erwarten, dass fn s Wegen Bemerkung 1.17 und

R (fn‘xw) ~ empVR (fn,xw) = Iglzig empVR (fn,)\> ~ rxnzig R <fn,k)

zumindest ndherungsweise das minimal mogliche Risiko unter allen f,,, ) erreicht.

e Zur Durchfiihrung des obigen Ansatzes muss f,, » nicht fiir alle A > 0 berechnet werden.
Oft geniigt die Berechnung zum Beispiel auf einem geometrischen Gitter A € {a* : k €
Z} mit 0 < a < 1, wobei noch besonders grofie und kleine Werte von A ausgeschlossen
werden miissen.

Beachte: Wurde f,, = fn 3std durch Validierung ermittelt, so darf weder das empirische

Risiko tiber die Trainingsdaten ﬁn( fn) noch das empirische Risiko iiber die Validierungs-
daten empVR ( fn) zum Schitzen von R ( fn) genutzt werden. Als Faustregel gilt: Sobald die
Daten in irgendeiner Form in die Berechnung von f,, eingeflossen sind, diirfen sie nicht
mehr zur Ermittlung einer Schitzung des Risikos R( fn) genutzt werden.

Eine korrekte Kombination von Training, Validierung und Risikoberechnung ergibt sich
durch das folgende Vorgehen:

Bemerkung 1.20 (Trainieren, Validieren und Testen) Teile die urspriinglichen Beobach-
tungen in Trainingsdaten (X;, Y;);=1,... », Validierungsdaten (X, Yi)iz m, (falls notig)
und Testdaten (X;, Yi)izl,,,,,mz auf, zum Beispiel im Verhéltnisn : mq : mp = 70 : 20 : 10.
Fiihre dann folgende Schritte aus:

.....
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1. Ermittle f,, a mit (X;, Y;)i=1 .5 fiir verschiedene A > 0.

.....

2. Ermittle fn = f st gemil Gl (1.9).
3. Eine Schitzung von R( fn) ist gegeben durch den Testfehler (vgl. Bemerkung 1.17)

my
empRT(f,) = mig ZL (f’i, fn(ffi)) .
i=1

Der Trainingsfehler ist gegeben durch Ién ( fn) = % Z?:l L(Y;, fn (X;)) (vgl. Bemer-
kung 1.18).

In diesem Buch legen wir bei der Ermittlung von Algorithmen den Fokus stets nur auf die
Techniken fiir Schritt (1).

1.4.1 Uberwachung des Validierungsfehlers bei iterativen Verfahren

Einige Algorithmen fn » wie zum Beispiel neuronale Netzwerke (vgl. Abschn.7.3) oder
das Boosten von Bidumen (vgl. Abschn.6.5) werden durch Iterationsverfahren bestimmt,
die in jedem Schritt m € N einen Algorithmus T ) Jiefern. Bei den genannten Beispielen

ist der als Grenzwert lim,;, oo f A = fn » des Iteratlonsverfahrens definierte Algorithmus
iiberangepasst an die Trainingsdaten, wobei die Uberanpassung durch das Iterationsverfah-
ren ,,angesammelt* wurde. Dies geschieht dadurch, dass mit jedem neuen Iterationsschritt
weitere Parameter der Modellannahme aktiviert werden. Der Algorithmus fn('z) erfiillt somit

f:l(";) € fim) C F, und fiir m" > m gilt .7:"){"1) - ]—A'A(m/). Entsprechend erwartet man, dass
die Kurve der Risiken
m > R ( f (m)>

fiir kleines m zunichst absinkt (anfangliche Anpassung an die Trainingsdaten, kleiner wer-
dender Bias), bei einem bestimmten Iterationsschritt m* € N ein Minimum erreicht und
danach wieder ansteigt (aufgrund der wachsenden Varianz), vgl. Abb. 1.1.

Durch Uberwachung des empirischen Risikos auf den Validierungsdaten kann somit eine
geeignete Abbruchbedingung fiir das Iterationsverfahren bestimmt werden. Dieses Vorgehen
heil3t early stopping:

Bemerkung 1.21 (Uberwachung des Validierungsfehlers bei iterativen Verfahren)
Teile die urspriinglichen Beobachtungen in Trainingsdaten (X;, ¥;);=1,..., und Validie-
rungsdaten (Xi, Y)iz1.... m, auf. Sei M € N eine vorgegebene maximal mogliche Anzahl
an durchgefiihrten Iterationen.
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1. Fiir verschiedene A>0:
(la) Bestimme fiir jede Iterationme{l, ..., M} die Abbildung fn('ﬁ) und das zugehorige
empirische Risiko

A 1 = )
empRV(fy7)) = = 3L (T {17 (X))
i=1

n,

(1b) Bestimme m™*(}) := arg minme{l’wM} empRV (f%?)

A Aok (5 std o
2. Emmittle f, := £ *") gemiB GI.(1.9) aus £ @

n,):”d n,

Bemerkung Fiir die Anwendung obigen Verfahrens muss fn nicht notwendig von A
abhingen; der Schritt (2) dndert sich dann zu fn = fnm )

1.5  Alternative Validierungsmethoden

Héngt fn » von einem Hyperparameter A ab, miissen zur Ermittlung eines finalen Algorith-
mus fn = fn 5 gemil Bemerkung 1.20 die urspriinglichen Beobachtungen in Trainings- und
Validierungsdaten aufgeteilt werden. Nur die n Trainingsdaten flieBen in die Berechnung
von fn » ein; die Validierungsdaten dienen nur der Wahl eines geeigneten A.

Fiir einen niedrigen Generalisierungsfehler von f,, bzw. ein niedriges Risiko der zuge-
horigen Entscheidungsfunktion ist vor allem die Anzahl der verwendeten Trainingsdaten
n entscheidend, und eine Verwendung von zu vielen Beobachtungen zur Validierung muss
vermieden werden. Andererseits diirfen nicht zu wenige Daten zur Validierung genutzt wer-
den, weil dann die Qualitdt der Auswahl von X leidet. Dieses Dilemma tritt vor allem dann
auf, wenn insgesamt nur wenige Beobachtungen zur Ermittlung von fu vorliegen.

Wir stellen hier zwei Methoden vor, welche es erlauben, trotz eines Hyperparameters alle
Beobachtungen zur Bestimmung von fn, » zu benutzen. Im Gegensatz zu Bemerkung 1.20
erfolgt die Auswahl von A nicht auf Basis des Risikos R( f,,, 1), sondern auf Basis des Genera-
lisierungsfehlers ER( fn, ») (bzw. einer Schitzung davon). Dieses Vorgehen ist mit Vorsicht
zu geniefen. Im Gegensatz zum empirischen Risiko beriicksichtigt der Generalisierungs-
fehler nicht die gerade vorliegenden Trainingsdaten 7,,, sondern trifft die Wahl auf Basis des
gemittelten Risikos iiber alle moglichen beobachtbaren Konfigurationen von Trainingsda-
ten. Das bedeutet, das gewihlte A ist zwar fiir viele Konfigurationen von Trainingsdaten eine
gute Wahl, aber eventuell nicht fiir die gerade vorliegende. Den Einfluss dieses Sachverhalts
auf die Qualitit der Verfahren sowie weitere Vor- und Nachteile diskutieren wir jeweils kurz
in den Bemerkungen 1.23 und 1.28.
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1.5.1 Kreuzvalidierung (Cross Validation)

Bei der Kreuzvalidierung (engl. Cross Validation) werden keine Validierungsdaten
(Xi, Yi)iz1.... m, von den Beobachtungen abgespalten. Stattdessen werden die Trainings-
daten in M gleich groBe Gruppen aufgeteilt (vgl. Abb. 1.2) und selbst untereinander zur
Validierung genutzt.

Zur Durchfiihrung des Verfahrens darf der Algorithmus nicht nur fiir genau n Trai-
ningsdaten berechenbar sein, sondern man braucht eine allgemeine Bildungsvorschrift
fN’ 1 = AN (Tn) des Algorithmus fiir eine beliebige Anzahl N € N von Trainingsdaten
Tx. Insbesondere muss gewéhrleistet sein, dass A bei dieser Bildungsvorschrift unabhén-
gig von der Anzahl der Trainingsdaten dieselbe Bedeutung und den gleichen Einfluss auf
das Aussehen des Algorithmus hat. Die Bildungsvorschrift Gl. (1.8) beispielsweise erlaubt
direkt die Bestimmung von fN, » fiir eine beliebige Anzahl von Trainingsdaten, und A steht
stets fiir die Bestrafung einer unerwiinschten Eigenschaft (in gleicher Hohe).

Um die Notationslast zu verringern, unterdriicken wir in der folgenden Definition die
Abhingigkeit von A von N, d.h., wir schreiben A, (Ty) = An 1 (Twn).

Definition 1.22 (M-fold Cross Validation)
SeiM € {2,...,n}.

(0) Teile die Trainingsdaten zufillig in M gleich groBe Teile auf. Wir erhalten eine dis-
junkte Zerlegung

- M
{1,...,n}=Um:11m, Inc{l,....n} (m=1,...,M).

(1’) Berechne den Algorithmus fn(;\m) = A;\(Tn(_m) ) basierend auf den Trainingsdaten
T,,(fm) = (Xi, Yi)ie(t,...n)\1,, fiir verschiedene A > 0.
(2’) Sei fn = f " se0 (Ty) der Algorithmus basierend auf allen Trainingsdaten, wobei

A :e arg min CV, (1),
A>0

und

CV, () = %iL (Y,-, ﬁfgm("”(x,-)) = % f: Z L (Yi, f,f;’m(x,-))

i=1 m=1iel,

Abb. 1.2 Aufteilung der
Trainingsdaten bei 5-fold Cross
Validation

L ||| 6L

Indizes 1,...,n
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undm : {1,...,n} - {1,..., M} jedem Index i den Index m zuordnet miti € I,,.

In diesem Fall schreiben wir, dass fn bzw. AV durch M -fache Kreuzvalidierung (engl.
M-fold Cross Validation) gewihlt wurde. ¢

Bemerkung 1.23 (Zur Theorie von Cross Validation)

e Im Fall M = n entspricht dem Training von n Algorithmen, bei welchem jeweils eine
Beobachtung ausgelassen wird. Dieser Spezialfall heifit Leave-one-out Cross Validation.
e Bei der M-fachen Kreuzvalidierung wird das empirische Risiko der auf T,,(_m) basieren-
den Algorithmen f;;m), m = 1,..., M mit den jeweils ausgelassenen Trainingsdaten
bestimmt. CV,, (1) mittelt diese Ausdriicke fiir m = 1, ..., M. Daher stellt CV, (1) im
Gegensatz zu empVR( fy,, ») in Bemerkung 1.19 keine direkte Schitzung von R( f,,, )

n

dar. Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass #1,, = u € N gilt, so erwarten wir
aufgrund des Gesetzes der gro3en Zahlen:

A vle )

1™ e,

1

CV,(») = i

M=

1
M

%

M=

R(FG™) ~ER (F5P) = ERGmg ).

m

d.h., CV,(A) schitzt den Generalisierungsfehler von ﬁ,_%,,\ anstelle des Risikos

R( f,, »). In den Extremfillen M € {2, n} wird also eigentlich ein optimales A fiir einen
Algorithmus basierend auf 5 bzw. n — 1 Trainingsdaten gewihlt; daher ist aus theoreti-
scher Sicht ein hohes M zu bevorzugen.

e Die Tatsache, dass CV, (1) einen Generalisierungsfehler schitzt, ist hier kein Problem,
da die Schitzung ohne weitere Modellannahme mit den Trainingsdaten erfolgt. In diesem
Sinne ist zu erwarten, dass eine Minimierung von CV,, (1) dhnlich gute, die Trainingsdaten
beriicksichtigende Resultate liefert wie die Minimierung von R ( fn ») in Bemerkung 1.19.

Bemerkung 1.24 (Zur Anwendung von Cross Validation) In der Praxis wihlt man hiufig
kleine M, z.B. M = 5 oder M = 10. Der Grund ist, dass fiir die Durchfiihrung von
Cross Validation der Algorithmus jeweils M-mal mit verschiedenen Trainingsdaten und fiir
verschiedene A bestimmt werden muss. Falls die Bestimmung der betrachteten Algorithmen
sehr zeitaufwendig ist, kann Cross Validation in der Praxis oft nicht umgesetzt werden.

1.5.2 AIC - Akaike Information Criterion

Das Akaike Information Criterion (kurz AIC) wurde von [1] entwickelt. Es schitzt den
Generalisierungsfehler ER( f;, 5) durch eine Korrektur des Trainingsfehlers R, (f;,1). Wir
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besprechen das Verfahren hier nur heuristisch und fiir ein spezielles Regressionsproblem,
da es in der Praxis des maschinellen Lernens selten genutzt wird:

Modellannahme 1.25 (AIC) X1, ..., X, € X C R seien vorher festgelegte, nicht zufil-
lige Messpunkte. Es sei f* : X — R eine messbare Funktion. Fiir die Daten (X;, Y;)i=1,...x
gelte:

s =Y, — f*(X;), i=1,...,nsind1i.1i. d.Zufallsvariablen in R mitEe; = 0. (1.10)

Beachte: Da die X; deterministisch sind, sind (X;, Y;),i = 1, ..., nnichti.i.d., die Konver-
genzresultate fiir Trainings- und Generalisierungsfehler sind also nicht direkt iibertragbar.
Durch die Modellannahme gilt jedoch f*(X;) = EY;, d.h., obiges f* bildet ein Analogon
zur Bayes-Regel f*(x) = E[Y|X = x].

In diesem Kontext lautet der Trainingsfehler eines beliebigen f,, Al

Rahri =1 NACHACHE
i=1

Seien (X;, fi), i=1,...,nneue,von (X;, Y;),i = 1, ..., n unabhingige Beobachtungen,
welche Gl. (1.10) folgen. Der Generalisierungsfehler von f;, ; ist dann ER(f; ;) mit
1 n
R(fus) == L (i fra(X0)

i=

Zwischen diesen beiden Groflen besteht folgender Zusammenhang:

Lemma 1.26 (Trainingsfehler vs. Generalisierungsfehler) Sei L(y,s) = (y — $)? die
quadratische Verlustfunktion. Dann gilt:

ER (ﬁm) —ER, (f,m) - % Xn:COV (Y,-, fn,A(X,-))
i=1

Beweis Es gilt

- ~ 2 N 2
(Yi - fn,A(Xi)) — (Yi — fn,x(Xi)>
= [¥? = 2¥i far(Xi) + far(X)?] = [¥? = 2Yi far(Xi) + far(X)?]
= V2 = Y2 + 20V fur (Xi) = Vi frn (X)), (1.11)
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Damit folgt

n

A A A 1 ~ A A
ER(fus) =ERu(fus) =~ Y B = fun(X0)? = B = fua(X0)?)

i=1

2 R -
CAV 2SR, fua (X1 = ELY; £ (X))
n ————

i=1 . A
=EY;E f 5 (Xi)

i 2 n R
EY,=EY; ;ZCOV(YiV Saa(Xi)).
i=1

Nutzen wir die Approximation IEI?,, ( fn 2) R I%,, ( fn 1), so erhalten wir aus Lemma 1.26:
2 n
ER (fu) % Ra (fu) + = 3 Cov (¥i, fua(X0) (1.12)
o

Das bedeutet, eine Schitzung des Generalisierungsfehlers kann erhalten werden durch eine
Korrektur des Trainingsfehlers um einen zusdtzlichen Summanden. Die Terme
Cov(Y;, fn 1 (X)) reprisentieren die Abhéngigkeit zwischen Y; und der Vorhersage fn A(XD)
und werden am grofiten fiir ¥; = f,, »(Xi). In diesem Sinne bestraft der zusitzliche Sum-
mand die Uberanpassung an die Trainingsdaten.

GI.(1.12) ist ohne eine detailliertere Modellannahme in der Praxis wertlos, da keine
einfachen Schitzer fiir die theoretische Grofie Cov(Y;, f,, » (X)) existieren. Fiir einfach
strukturierte Modellannahmen kann Z:’z 1 Cov(Y;, fn, 1(Xi)) jedoch explizit berechnet und
geschitzt werden. Eine hiufig auftretende Form ist

Xn:Cov (Yl-, f,,,k(x,-)) = df(n) - 02, (1.13)
i=1

mit df (X) > 0 nur abhingig von A und 082 := Var(ep). Dann heif3t df ()) die Anzahl der
Freiheitsgrade bzw. die effektive Anzahl der Parameter im Modell. In diesem Fall kann die
Validierung von A wie folgt durchgefiihrt werden:

Definition 1.27 (AIC-Validierung)
Es gelte die Modellannahme 1.25 und GI. (1.13). Es sei 8,% ein Schitzer fiir 082. Dann heif3t

AIC,(3) = R, (fm) + % -df(h) - o2 (1.14)

Akaike Information Criterion und aagic .= arg min, - AIC,(A). In diesem Fall schreiben
wir, dass A9i¢ durch AIC- Validierung gewihlt wurde. ¢
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Bemerkung 1.28

e Im Gegensatz zu Cross Validation ist fiir die Ermittlung von AIC(X) wegen GI.(1.13)
eine konkrete Modellannahme nétig. Trifft diese zu, liefert das Verfahren ein gutes ):‘“'“,
welches aber moglicherweise nicht optimal auf die gerade aus den Trainingsdaten ermit-
telte Entscheidungsfunktion fAn, 2 (w) angepasst ist, vgl. die Bemerkungen am Anfang von
Abschn. 1.5.

e Ein allgemeiner Ansatz zur Wahl von &,% ist 8”2 = Ién ( fn 5), wobei >0 so gewihlt
sein muss, dass durch fAn’ 5 zumindest noch keine Uberanpassung eingetreten ist. Bei der
Nutzung dieses Schitzers muss man also bereits einen groben Bereich kennen, in dem A
sich aufhalten muss.

e Die Qualitit von jaic hingt von der Qualitit des Schitzers &,,2 und von der Qualitit der
Modellannahme (in Hinsicht auf den Approximationsfehler) bzw. die daraus resultierende
Gl.(1.13) ab.

Wir werden das AIC nur einmal in Kap. 2 beim Ridge-Schitzer verwenden. Abwandlungen
des AIC, welche fiir Bayes’sche Modelle im maschinellen Lernen entwickelt wurden, sind
zum Beispiel BIC (Bayes Information Criterion) oder DIC (Deviance Information Crite-
rion).

1.6  Vorverarbeitung der Daten in der Praxis

In Anwendungsproblemen konnen sich die einzelnen Komponenten Daten X; um einige
GroBenordnungen unterscheiden. Auch wenn dies fiir die mathematische Theorie irrelevant
ist, so kann dies bei der Berechnung der Algorithmen auf dem Computer problematisch sein.
In einigen Algorithmen werden beispielsweise Rechenoperationen wie Exponentialfunktio-
nen oder Polynomfunktionen hohen Grades auf die Trainingsdaten X; angewandt, so dass zu
grofle bzw. zu kleine Werte der X; moglicherweise zu Fehlern in der Gleitpunktarithmetik
oder zu arithmetischen Uberldufen der verwendeten Variablen fiihren.

Aus diesem Grund empfiehlt es sich, die Daten vor der Anwendung von Algorithmen
zu standardisieren und eventuell um deterministische Groflen zu erweitern. Formal driicken
wir dies aus mittels einer Transformation

T:X" - X",

welche die urspriinglichen Trainingsdaten (X;;);j=1,.a = X; € X C R? auf neue Trai-

.....

ningsdaten ()?ij)jzlw,d = )~(,~ =T(X;) € Xc R‘z abbildet. Einige typische Transforma-
tionen sind:
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Be
(1)

(ii)

ispiel 1.29 (Beispiele fiir vorverarbeitende Transformationen)

Zentrierung und Standardisierung (erzeugt Trainingsdaten X; mit gleichen GréBenord-
nungen):
- X7

o 1 -

X,’j = 2, Xij = X,‘j—;Zij
1 n o =
Vi k= (ij> k=1

Nach dieser Transformation gilt % S Xij =0und % Yo X lzj =1.

Zu restriktive Annahmen einzelner Modelle konnen erweitert werden, indem die Trai-
ningsdaten X; modifiziert und in einen groferen Raum eingebettet, die Algorithmen
der Modelle dann auf ()~( i, ¥i) anstatt (X;, ¥;) angewandt werden. Zwei Beispiele fiir
T sind:

T
i = (1, X ,-)T) (Hinzufiigen eines Mittelwerts),
i = (1, Xits ..., Xid, Xizl, X izd) (Quadratische Funktionen der Komponenten)

Formal bedeutet eine solche Modellerweiterung, dass die zuvor getroffene Annahme
f* e F modifiziert wird zu f*(x) = f*(T(x)) mit f* € F. Ein durch (X;, ¥;)
erhaltener Algorithmus fn . Y liefert daher mittels f,,(x) = f,,(T(x)) einen
Algorithmus fiir die urspriinglichen Beobachtungen x € X.

AuBerin Kap. 2 werden wir die Standardisierung von Trainingsdaten bei den in diesem Buch
vorgestellten Algorithmen nicht mehr kommentieren.

Achtung: Insbesondere in Hinsicht auf (ii) gilt:

,,,,,

zutreffen!
Da viele Algorithmen bei hohen Dimensionen von X; schlechter funktionieren, ist diese
Technik mit Bedacht einzusetzen. In Kap.4 werden wir eine Erweiterung kennenlernen.

1.7  Ubungen

1.

Weisen Sie nach, dass die in Lemma 1.3 angegebenen Funktionen f* das zugehorige
Risiko R(f) minimieren.
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In diesem Kapitel betrachten wir Regressionsprobleme, d.h., es gilt } = R. Wir bewerten
das Risiko von Entscheidungsregeln mit der quadratischen Verlustfunktion L(y, s) = (y —
5)%. Aus Lemma 1.3 folgt, dass die Bayes-Regel die Form

[T =EYi1X; = x]

besitzt. In diesem Kapitel nehmen wir sehr hiufig Bezug auf die Komponenten der Beob-
achtungen X;. Um Verwirrungen mit der Notation zu vermeiden, nutzen wir daher nicht
(X, Y) als einen Prototyp fiir ein Trainingsdatum, sondern (X1, 7).

In Abschn. 2.1 fithren wir die Modellannahme ein, diskutieren die Bedeutung der einzel-
nen Bestandteile und leiten daraus einige notwendige Annahmen ab. AuBerdem erldutern
wir Griinde fiir eine Standardisierung der Trainingsdaten. Wir leiten einen einfachen Aus-
druck fiir das Excess Bayes Risk einer beliebigen Entscheidungsfunktion her und stellen
zwei Beispiele vor, die wir in den folgenden Abschnitten stets als Illustration nutzen wer-
den. Die hiufig bei dieser Modellannahme verwendeten Algorithmen diskutieren wir erst
ab Abschn.2.2.
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2.1 Die Modellannahme

Das Modell der linearen Regression setzt voraus, dass die Bayes-Regel f*(x) linear in dem
Komponenten von x ist:

Modellannahme 2.1 (Lineare Regression) Mit Parametern * = (85, B}.....B)) €
R4+ gilt:

d
ffO=8+Y Bixj, xeX

j=1

In der Terminologie von Kap. | ist die Modellannahme dazu dquivalent, dass

d
freF={f:RI S R: fx)=po+ Y Bjxjmit = (Bo, f1..... pa) € R}

j=1

gilt.
Sind i.i.d. Trainingsdaten (X;, Y;), i = 1,...,n gegeben und definieren wir &; :=
Y, — f*(Xl'), SO gilt

d
Y =B+ BiXij+e i=1....n, Q2.1
j=1

und die ¢; erfiillen E[g;|X;]=0(G =1, ...,n),da f*(x) = E[Y{]|X| = x]. Das bedeutet,
die Beobachtungen Y; entstehen aus einer Linearkombination der X; mit uns unbekann-
ten Koeffizienten ,3;’.‘ (j =0,...,d) und einem uns unbekannten, additiven Term ¢;. Wir
konnen ¢; als ,,Messfehler* interpretieren, weil der Erwartungswert dieser Zufallsvariable
null ist: Ee; = E[E[¢;|X;]] = 0. Im Gegensatz zu g}, ..., 8 nimmt 8; eine Sonderrolle
ein und driickt den Durchschnittswert der Y; aus, welcher nicht allein durch X;, ..., X;4
beschrieben werden kann. In der englischsprachigen Literatur heifit S intercept.

2.1.1 Standardisierung und Vermeidung von Uberparametrisierung

Interpretation
Hier wollen wir uns mit der Interpretation der Parameter /Sj im Modell beschéftigen. Da

ein Algorithmus f,, zur Schitzung von f* mittels Trainingsdaten ebenfalls in F liegen soll
(d.h. ﬁ, € F), hat dieser notwendigerweise die Struktur

d
Fa@) = Bo+ > Bjx;,
j=1
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und man benétigt Schitzungen B ; fiir ,3;.‘. In der Praxis geben diese wichtige Informationen
iiber Stirke des Einflusses einzelner Komponenten von X; auf Y; und erlauben Verglei-
che der Einflussstirken zwischen verschiedenen Komponenten. Wir wollen dies zunéchst
theoretisch analysieren und dann die wesentlichen Schlussfolgerungen auf das praktische
Vorgehen tibertragen.

Fiir die folgenden Resultate nutzen wir die Kovarianz zweier Zufallsvariablen Z1, Z,.
Ist E [Zf] < oound E [Z%] < 00, so ist diese definiert durch

Cov(Z1, 22) :=E[(Z1 —EZ1)(Z, — EZy)].

Gilt Cov(Z;, Z;) = 0, so nennen wir Z1, Z, unkorreliert. Dies ist beispielsweise der Fall,
wenn Zi, Z stochastisch unabhingig sind, d.h. eine Beobachtung von Z; keine Infor-
mationen liber den Wert von Z; bereitstellt. Im Allgemeinen ist die Kovarianz ein Maf}
fiir die lineare Abhéngigkeit zweier Zufallsvariablen. Der folgende Satz rechtfertig diese
Bedeutung:

Satz 2.2 Es sei Var(Z1) # 0 # Var(Z;). Dann heif3it

Cov(Z1, Z22)
p(Z1,2y) = 2.2)
/' Var(Z1)Var(Z;)
Korrelation von Z1 und Z,, und es gilt stets p(Z1, Z>) € [0, 1]. Esist p(Z1, Z2) = %1
genau dann, wenn a, b € R existieren mit Zy = aZ, + b.

Das bedeutet, die Kovarianz nimmt ihren maximal moglichen Wert an, falls ein exakt linearer
Zusammenhang zwischen Z1, Z besteht.
Im Modell 2.1 konnen folgende Gleichungen hergeleitet werden:

Lemma 2.3 Firj=1,...,d gilt

= — 2.3
J Var(X1;) 23)
Ist zusétzlich Cov(Xy;, X1x) = O fiir j,k € {1,...,d}, j # k, so vereinfacht sich obige

Gleichung zu
«_ Cov(Xyj, Y1)

F = 2.4

J Var(le) ( )
Beweis Aus Gl.(2.1), der Linearitit der Kovarianz und Cov(Xij,&1) = E[Xyje1] —
EX;;jEey = E[X1;E[e1]|X1]] = 0 folgt

d

Cov(X1;, Y1) = Zﬂ,jav(xlj, X1x).
k=1
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Gl.(2.3) und (2.4) folgen nun durch Umformen.

Gl. (2.4) besitzt eine besonders einfache Interpretation: Sind die einzelnen Komponenten
von X unkorreliert, so ist ,3;‘ umso groler, je stirker X1; von Y; abhingt, d.h. je groBer
der Einfluss einer Veridnderung von X1 ; auf die Verénderung von Y7 ist.

In Anwendungsproblemen sind die Komponenten von X iiblicherweise nicht unkorre-
liert. Zur Verdeutlichung von GI. (2.3) betrachten wir das folgende Beispiel:

Beispiel 2.4 Es sei X = RZ und X; = (X11, X12)". Wir wollen den Zusammenhang
zwischen Blutdruck Y, Korpergrofie X1 und Korpergewicht X1, von Menschen mittels
einer linearen Regression beschreiben. In diesem Fall sind X1, X2 nicht unkorreliert, denn
bei zufillig ausgewéhlten Personen wird man bei hoherem X;; im Durchschnitt auch ein
hoheres X1, erwarten. Anschaulich bedeutet das, dass einige Informationen von X tliber
Y auch in X, enthalten sind. Gl.(2.3) sagt aus, dass B} misst, wie stark die Abhiingigkeit
von Y von den Informationen in X ist, die nicht bereits in X, enthalten sind.

Allgemein gesprochen bedeutet Gl.(2.3), dass ,3; den um die anderen Komponenten von
X bereinigten linearen Einfluss von X ; auf Y; ausdriickt.

Diese Interpretation trifft nicht zu, falls eine der Komponenten von X exakt durch eine
Linearkombination der anderen Komponenten darstellbar ist. Um die Erlduterung moglichst
einfach zu halten, betrachten wir folgenden Spezialfall:

Beispiel 2.5 Essei X' = RZund X; = (X11, X12)T, und es gelte X 11 = X12. Modellieren
wir trotzdem
Yin=p+BXia+B5Xin+e, i=1,...,n,

so gilt offensichtlich fiir jeden weiteren Parameter o™ = (a(’)‘, af, oy )T € R3 mit af +aj =
B + B5 ebenfalls:

Yii=af +oiXi+adXin+e, i=1,...,n,

d.h., in dem Modell kann 8* = (,36", By, ,85‘)T nicht eindeutig bestimmt werden.

Eine deterministische lineare Abhingigkeit zwischen den Komponenten von X fiihrt also
dazu, dass zu viele Parameter zur Beschreibung des Zusammenhangs zwischen Y7 und X
eingefiihrt werden. Dies ist nicht wiinschenswert, da dann eine sinnvolle Interpretation von
B* nicht moglich ist. In der Praxis kann dies vermieden werden, indem die betreffenden
Komponenten von X entfernt werden und zur Beschreibung von Y; nur der entsprechend
reduzierte Vektor genutzt wird. In der theoretischen Beschreibung des Modells werden wir
dieses Szenario im Folgenden ausschlie3en.
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Definition 2.6 (Uberparametrisierung)

Das Modell 2.1 heiit iiberparametrisiert und die Parameter j, By, ..., B nicht identifi-
zierbar, falls mindestens ein j € {1, ..., d} existiert, so dass
Xy = Z A X1x  mit geeigneten Ay € R. ¢
ke(l,....d1\{j}

Eine kompaktere Beschreibung der Uberparametrisierung ist mittels der Kovarianzmatrix
von X1 moglich:

Definition 2.7
Die symmetrische Matrix £ € R?*? mit den Eintriigen

Y :=Cov(Xyj, X)), j.kefl,...,d}

heilt Kovarianzmatrix von X;. ¢
Man kann folgenden Satz zeigen:

Satz 2.8 Die Matrix X ist positiv semidefinit. Das Modell 2.1 ist genau dann nicht iiberpa-

rametrisiert, wenn X positiv definit ist.

Beweis Istv = (vq,...,v9)T € R4 beliebig, so gilt ISy = Z?,k:l vj Cov(Xyj, Xix)vk
2

=K [(Z?:l vi(Xyj — IEXU)> i| > 0. Gibt es mindestens eine Linearkombination v € R¢

mit Y9, v;X1; = 0, so folgt v T = 0.

Im Folgenden gehen wir stets davon aus, dass X positiv definit ist.

Normierung

Um die GroBie der ﬂ;‘ (j =1, ..., d) untereinander vergleichen und daraus Schliisse iiber
die Stidrke des Einflusses von X1; auf Y7 ziehen zu konnen, ist eine Standardisierung der
Trainingsdaten notwendig. Eine libliche Forderung ist:

Definition 2.9 (Normierung)
Der Vektor X heiBit normiert, falls fiir alle j =1, ..., d gilt: Var(Xy;) = 1. ¢
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Ist X1 normiert und gilt zusitzlich Cov(X1;, X1x) = Ofiir j, k € {1,...,d}, j # k,soist
laut Lemma 2.3:

Bi = p(X1j, Y1) - v/ Var(Y1), (2.5)

—
e[—1,1]

d.h., alle ﬂ;‘, j =1,...,d sind von der gleichen Groflenordnung, geben die (um Var(Y7)
skalierte) Korrelation von X; mit Yy an und erlauben somit einen tatséichlichen Vergleich
der Einfliisse der verschiedenen Komponenten von X ; auf Y;. Im Falle der Korreliertheit
gibt es eine dhnliche Darstellung

B*
2’ =p|Xxy.vi— D BiXu
(,3;) + Var(e;) ke{l,...d\{j}

Die Annahme der Standardisierung an den Vektor X ist in der Praxis nicht erfiillt und muss
durch eine Manipulation der Daten geschehen, vgl. Bemerkung 2.13.

Zentrierung
Im Modell 2.1 gilt zunichst

d
EY; = B; + Zﬂ;Ele.
j=1
Eine anschaulichere Bedeutung von fj ist nur gewihrleistet, wenn EXy; = 0 (j =
1,...,d) gilt, denn dann stellt B; den Erwartungswert der Beobachtungen Y; dar. Auch
beim Beweisen theoretischer Resultate wirkt diese Bedingung vereinfachend, weil dann
Yk = Cov(Xyj, X1x) = E[X1; X 1] gilt.

Definition 2.10 (Zentrierung)
Der Vektor X heiBit zentriert, falls fiiralle j = 1, ..., d gilt: EX;; = 0. ¢

Standardisierung, Durchfiihrung in der Praxis
Definition 2.11 (Standardisierung)
Ein Vektor X heilt standardisiert, falls er normiert und zentriert ist. ¢

Erfiillt (X1, Y1) die Modellannahme 2.1, ist aber nicht standardisiert, so kann man durch
eine einfache Modifikation von X eine Zufallsvariable X 1 erhalten, welche standardisiert
ist:
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Lemma 2.12 Erfiillt (X1, Y1) die Modellannahme 2.1, so erfiillt auch (5( 1, Y1) mit X 1=

(X1, ..., X12)" und
= le—]EXU

X1 =
v/ Var(le)
die Modellannahme 2.1 mit neuen Parametern ﬁg = By + Z?:l ,3;’.‘EX 1/ ﬁj = ,8;‘ .
yVar(Xy1;) (j =1,...,d),und X ist standardisiert.

Beweis Es ist Vi = f5 + YO Xy + e = (ﬁg+2§=1 ﬂ;‘fIEle> +

lej-zl (ﬂ;‘,/Var(le)) . )?1]'.

In der Praxis sind Var(X;;) und EX;; nicht bekannt. Stattdessen verwendet man die auf
den erhaltenen Trainingsdaten basierenden empirischen Entsprechungen

[\S]

R 1 n R 1 n R
Mj:;;Xij, Sj = ;Z(Xij_Mj) s (26)

i=l

fiir welche nach dem starken Gesetz der gro3en Zahlen gilt: M i — EXyj, S i — /Var(Xy;).
Wir fassen die bisherigen Beobachtungen zusammen in folgender Anleitung:

Bemerkung 2.13 (Herstellung der Standardisierung und Interpretation) Gegeben seien
Trainingsdaten (X;, Y;),i =1,...,n:

1. Zentriere und standardisiere die X;: Fiir j = 1, ..., d, setze M, S’j wie in GL. (2.6) und
setze

sowie f(,‘ = (f(ily ey }?id)T.
2. Erhalte einen Algorithmus f,(x) = Bo + Z;Ll B;X; basierend auf den Trainingsdaten
()~( i» Yi). Neue Beobachtungen x miissen zunichst mittels x; = ai gMj transformiert
j

werden.

3. Interpretiere den Einfluss der verschiedenen Komponenten von X auf Y| mittels der 3 i
vergleichbarer Grofe.

4. Erhalte einen Algorithmus f,, (x) = ,30 + Z?:l ,3 ;xj fiir nichttransformierte Beobach-
tungen x durch

J 3

N s s B

Bo:=Bs— > _BiM,., /3/*:3—]’ G=1....d).
j=1
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Prinzipiell sind die ab Abschn. 2.2 vorgestellten Algorithmen auch auf nichtstandardisierte
Trainingsdaten anwendbar. Wie wir sehen werden, basieren einige Algorithmen allerdings
direkt auf der Bewertung der Grofen der ,3;.‘. Werden solche Algorithmen auf standardisierte
Beobachtungen angewandt, liegt das Augenmerk dann stérker auf einem Vergleich der ,,Ein-
fliisse der verschiedenen X ; auf Y1, und die erhaltenen Schétzungen ,3~j sind einfacher zu
interpretieren.

2.1.2 Einordnung der Modellannahme, Beispiele

Die Modellannahme 2.1 setzt einen linearen Zusammenhang zwischen Y| und den Kom-
ponenten X voraus und ist daher nur fiir relativ spezielle Problemstellungen zutreffend.
Im Gegensatz zu vielen anderen Modellen erlaubt ein Algorithmus hier jedoch auch direkt
eine Interpretation in Hinsicht auf die Auswirkungen einzelner Komponenten von X auf
Y1, vgl. GL.(2.5). Aufgrund der Einfachheit des Modells gibt es eine gut ausgearbeitete und
theoretisch untermauerte Theorie der Bestimmung ,,wichtiger Komponenten von X (soge-
nannte Modellwahl, engl. model selection oder feature extraction) auch fiir Probleme mit
sehr hoher Dimension d, vgl. zum Beispiel die theoretischen Aussagen iiber Lasso-Schétzer
in Abschn.2.4. Ein Anwendungsbeispiel fiir die komplexeren Algorithmen der linearen
Regression ist die Identifizierung von fiir eine Erkrankung verantwortlichen Genen. Hier
entspricht die ,,Starke™ der Ausprigung fiir jedes einzelne Gen einer Komponente von X
und Y] einem zuvor bestimmten Erkrankungsrisiko der Person. In diesem Fall ist d (Anzahl
der untersuchten Gene) wesentlich groBler als n (Anzahl der Testpersonen). Als einfaches
Modell dieses Problems betrachten wir das folgende Beispiel:

Beispiel 2.14 (Hochdimensionale Trainingsdaten) Die Trainingsdaten (X;, Y;), i =
1, ..., n seien gegeben durch folgendes Modell:

d
Y; =ﬂ8‘+Zﬁ}kXij+s,-, i=1,...,n,
Jj=1
wobei X;; ~ U[0, 1] unabhiingig und gleichverteilt auf [0, 1] G = 1,...,n,j =1,...,d)
und die Messfehler &; ~ N (0, o) unabhingig normalverteilt mit o > 0 sind.
Im Folgenden betrachten wir das Modell mit Dimension d = 10, es gelte

1, j=1,
Bt = —Lo=3
! 02, j=5,

0, j¢{l.3,5}
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d.h., nur drei Komponenten von X gehen tatsdchlich in den Wert von Y7 ein, und die zu
schitzende Bayes-Regel ist f : R? — R, f(x) = x; — x3 + 0,2xs.

Erwartet man komplexere Zusammenhinge zwischen X und Yi, so ist das Modell linea-
rer Regression nicht angemessen. Soll beispielsweise die Anzahl der Menschen auf einem
Graustufenbild bestimmt werden, so wihlt man Y| als die Anzahl der Menschen und X
als das Graustufenbild, reprisentiert durch die Graustufenwerte der spaltenweise ausgele-
senen Pixel. In diesem Fall erwartet man nicht, dass einzelne Komponenten von X (d.h.
einzelne Pixel auf dem Bild) besondere Auswirkungen auf Y7 haben, sondern ein komple-
xes Zusammenspiel vieler Pixel. Im Prinzip ist es moglich, auch komplexere funktionale
Zusammenhinge mit Hilfe der linearen Regression nachzubilden, vgl. Beispiel 1.29(i):
Dafiir definiert man neue Beobachtungen X i = h(X;), h: RY — R? und nimmt an, dass
X; die Modellannahme 2.1 erfiillt. Im einfachen Fall X; € R, h(x) = (x, x2, x3, ..., x!0)
erhalten wir folgendes Modell, um die Bayes-Regel f* : R — R durch Polynome vom
Grad 10 zu beschreiben:

Beispiel 2.15 (Funktionaler Zusammenhang) Die Trainingsdaten (X;, ¥;),i =1,...,n
seien gegeben durch folgendes Modell:

d
Yi =B+ BiX] +e. i=1...n
j=1

wobei X; ~ UJO0, 1] unabhiéngig und gleichverteilt auf [0, 1] verteilt und die Messfehler
g ~ N(, 02) unabhidngig normalverteilt mit ¢ = 0,3 sind. Es sei d = 10 und

1, j=1
Bt = -1 ;=3
/ 0,2, j=5.
0,j ¢({1,3,5},

d.h., die zu schitzende Bayes-Regel ist f* : R — R, f*(x) = x — x> +0,2x°.

Tatsdchlich ist solch eine Erweiterung aber mit einem groflen Anstieg der Dimension der
Beobachtungen X; verbunden und wirft die Frage nach der Auswahl geeigneter Funktionen
h auf; detaillierte Bemerkungen dazu finden sich in Abschn.4.2.

Wir werden sehen (vgl. Satz 2.36), dass eine hohe Korrelation zwischen den Komponen-
ten von X1 (d.h., falls ¥ weit von einer Diagonalmatrix entfernt ist) im Allgemeinen zu
schlechteren Konvergenzraten der hier vorgestellten Algorithmen fiihrt. Wiahrend in Beispiel
2.14 die Komponenten von X als unabhingig modelliert werden (was fiir Genauspragun-
gen moglicherweise annédhernd zutrifft), so sind die Komponenten von X 1, erhalten durch
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Modellerweiterungen (wie in Beispiel 2.14), sehr stark abhéingig und liefern moglicherweise
sogar nicht invertierbare X.

Das Beispiel 2.14 hat den Vorteil, dass die Ergebnisse der Algorithmen leicht grafisch
veranschaulicht werden konnen. Wir werden es daher vor allem zur Illustration und als
Negativbeispiel fiir vorliegende Abhingigkeiten zwischen den Komponenten von X; und
deren Auswirkungen auf die verschiedenen Algorithmen nutzen.

2.1.3 Vereinfachung des Modells und Bayes-Risiko

Bemerkung 2.16 Aus didaktischen Griinden werden wir die theoretische Behandlung der
Schiitzer fiir den intercept B nicht durchfiihren, da dessen Beriicksichtigung im Allgemei-
nen zu uniibersichtlicheren Beweisen fiihrt. Fiir die theoretischen Resultate gehen wir daher
stets davon aus, dass ﬁg = 0. Das bedeutet, dass

d
freFo={fR'>R: fx)=) Bjxjmitf=(B.....pa)" R

j=1

gilt und die Verfahren entsprechend fiir die Ermittlung von Komponenten g* = (87, ...,
BT € RY vereinfacht worden sind.

Im Modell 2.1 sind das Bayes-Risiko und die Differenz des Risikos einer beliebigen Ent-
scheidungsregel zum Bayes-Risiko explizit berechenbar.

Lemma 2.17 (Bayes-Risiko) Es gelte die Modellannahme 2.1 mit f* € Fy. Dann gilt:

1. R(f*) = o? := Var(e)).
2. Ist f € Fo eine beliebige Entscheidungsregel mit f(x) = Z‘;:l Bjx; mit B =
B, BT € R, s0 gilt R(f) — R(f*) = I=12(8 — B*)I5.

Beweis
(1) Wegen Ee; = 0 gilt

R(f*) = E[(Y1 — f*(X1))*] = E[¢7] = Var(e)).
(il)) Wegen E[e1]|X1] = 0 gilt

R(f) = R(f*) = EI(XT B — ¥)?1 — El2] = E[(XT (B — %) + £1)*] — E[¢7]
=E[XT B - )= - HTEX X 18 - 5 =1="2(8 - 89)I13.
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2.2  Der Kleinste-Quadrate-Schitzer
2.2.1 Definition und explizite Darstellung

Zur Bestimmung eines Algorithmus nutzen wir den allgemeinen Ansatz aus Bemerkung
1.14, d. h., wir minimieren

. 1<
Ru(f) =~ 3 L(Yi, f(X0)
i=1

tiber alle f € F. Da jedes f € F durchein 8 = (B9, B1, .-, ﬁd)T € R9t! peschrieben
wird, kann die Minimierung auf diese Parameter verlagert werden:

Definition 2.18 (Kleinste-Quadrate-Schiitzer)

Sei
2

n d
R.(B) :=%Z Yi—ﬁo—Zﬂinj
j=1

i=1

Der Schitzer

BKQ ‘€ arg min Ién(ﬁ)
ﬂeRd‘H

heiBt Kleinste-Quadrate-Schdtzer (KQ-Schditzer) fiir B*. Der zugehorige Algorithmus ist
d
2 oK A K
anQ(x) =By ¢ + Zﬂj ij.
j=1

¢

Wir formulieren nun eine explizite Darstellung des Algorithmus an 2 Zur kompakten For-
mulierung fithren wir zunéchst einige neue Groflen ein:

Lemma 2.19 (Kompakte Form des KQ-Schiitzers) Die durch

1 x7T Y| €1
Xe=|: : |erR*@tD  y.—| : |eR", e:=]|:]ecR
1 X,]; Y, En
definierten GroBen heillen Designmatrix X, Regressionsvektor Y und Residuenvektor e. In
diesem Fall ist Gl. (2.1) dquivalent zu

Y =XB8* +e.
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Fiir den KQ-Schitzer gelten folgende Aussagen:

e Es gilt die Normalengleichung (XTX)ﬁKQ =XTY.
e Hat X vollen Spaltenrang, so ist

gKC = (xXTx)~IxTy. 2.7)
Beweis Esist R, (B) = (Y=XTB8)T (Y —XT B). Die einzige Extremstelle ist gegeben durch
0=0sR,(BX2) = 2xTy — 2xTxpKQ,

dies liefert die Normalengleichung. Die restlichen Aussagen folgen durch Umformen.

Bemerkungen
e Sei Xi = (1, XiT)T,i =1,...,n.Ist Xy stetig verteilt, ¥ positiv definitundd + 1 < n,
so sind alle (d + 1)-elementigen Teilmengen aus {X1, ..., X, } P-f.s. linear unabhingig.

In diesem Falle ist X'X = ", X; X7 P-f.s. positiv definit und der Schitzer #¥ €
durch GI. (2.7) definiert.

e Im Falle d + 1 > n liegen mindestens genauso viele Parameter By, f1, ..., B4 Wie
durch R, (B) = 0 verursachte Zwangsbedingungen vor, so dass in diesem Fall stets
R, (BX2) = 0 erreicht werden kann und anQ iiberangepasst an die Trainingsdaten ist.
AuBerdem sind in diesem Falle die Vektoren X Lo vves X » linear abhingig, so dass XTX
nicht invertierbar und eine Darstellung von 3K @ durch Gl.(2.7) nicht moglich ist.

Wir schlieBen, dass nur im Falle d+1 < n ein niedriges Excess Bayes Risk fiir an 2 erwartet
werden kann. Eine entsprechende theoretische Aussage wird durch Satz 2.36 geliefert.

Zur Visualisierung zeigen wir zunédchst das Verhalten von anQ fiir Trainingsdaten der
Dimensionen d € {1, 2}:

Beispiel 2.20 (Niedrigdimensionale lineare Zusammenhiinge) Gegeben sind n = 100
i.i.d. Trainingsdaten (X;, Y;),i = 1, ..., n, die sich gemif der folgenden linearen Regres-
sionsmodelle entwickeln: Es sei jeweils ¢; ~ N(0, 1), X;; ~ UI0, 1] seien gleichverteilt
auf [0, 1], und Y; entsteht durch

(i) Yi =B+ BiXii+emitX; =X; €R, p*=(—1,3)T
(i) Yi = B3+ B Xi + B3 Xin + e mit X; = (Xi1, X)) e R%, p* = (1,3, 7.

In Abb.2.1 sind die erhaltenen Entscheidungsregeln anQ dargestellt, die einer Gerade in
(i) bzw. einer Hyperebene in (ii) entsprechen. In diesen niedrigdimensionalen Beispielen
liefert f,,KQ auch zahlenmiBig gut mit * iibereinstimmende Schitzungen: In (i) erhalten
wir: B2 = (—1,18, 3,317, und in (ii): BXC = (1,06, 3,27, 3,89)7.
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a Kleinste-Quadrate-Schitzer b 0 02 04 06 08
L 108060402
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Abb.2.1 Anwendung von anQ auf Trainingsdaten aus Beispiel 2.20. a Beispiel 2.20(i). b Beispiel
2.20(ii). Der Algorithmus entspricht jeweils einer Gerade bzw. Hyperebene, welche geeignet durch
die Trainingsdaten gelegt wird

Das folgende Beispiel illustriert das Verhalten von an € falls die Modellannahme verletzt
ist:

Beispiel 2.21 (Nichtlineare Zusammenhéinge) Gegeben sind n = 100 i.i.d. Trainingsda-
ten (X;, Y;),i = 1,...,n gemdB folgendem Modell: & ~ N (O, 0,32), und X; ~ UJ0, 1]
seien gleichverteilt auf [0, 1] mit

Yi=—14+X +e&, i=1...n

In Abb.2.2 ist anQ basierend auf (X;, Y;), i = 1, ..., n dargestellt; man erhlt BKQ =
(—1,24,0,93)7. Aufgrund der falschen Modellannahme (hier ist f*(x) = —1 + x3, d.h.
f*¢ Fmitd = 1), ist f,,KQ systematisch von f* verschieden. Der Algorithmus versucht
stattdessen, die bestmdgliche Annidherung an f* innerhalb von F zu finden, d.h. mittels
Entscheidungsregeln der Form f(x) = 85 + Bjx.

Beispiel 2.22 Wir betrachten jeweils n = 100 Trainingsdaten aus Beispiel 2.14 ( anQ’l)
und 2.15 (f,,KQ’z) mitd = 10, 0 = 0,3. Wir erhalten die Schitzer

gKe1 = (0,07, 1,07, —0,08, —1,11, —0,03, 0,08, —0,03, 0,07, —0,02, —0,06, 0,10)”,
gKC2 = (-2,7-107",5,1-107",1,9-10%, —2,7- 10, 1,8 - 10*, —6,3 - 10*,
1,4-10°,-1,9-10°, 1,6 - 10>, =7,7 - 10*, 1,5 - 10H7,
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Abb.2.2 Anwendung von Kleinste-Quadrate-Schatzer
Fk O ini — Bayes-Regel °
fn an Tralnlnngaten aus === gegché—itztg Entscheidungsregel

0.0

Beispiel 2.21, welche nicht der
Modellannahme gentigen

x1

sowie Testfehler (ermittelt durch neu erzeugte Beobachtungen des Modells)

R (anQﬁl) ~ 00974, R (fK0?) ~0,0052.

Im Vergleich zum Bayes-Risiko R(f*) = o> = 0,09 verhalten sich die Risiken R ( an Q’i>,
i = 1,2 also in beiden Beispielen sehr gut.

Eine grafische Veranschaulichung fiir anQ’2 ist in Abb. 2.3 zu sehen. Offensichtlich gilt
anQ’z A~ f*, allerdings verdndert AnKQ’z sein Verhalten haufiger. Dies ist Ausdruck der
Uberanpassung, die durch das bereits relativ groBe Verhiltnis von % ~ 0,1 eingetreten ist.
Die Schitzung AX2-2 von * = (0, 1,0, —1,0,0,2,0, 0, 0, 0,0)7 ist jedoch sehr schlecht.
Grund hierfiir ist die hohe Korrelation der Komponenten X ll ,j = 1,...,d untereinander.
Im Detail diskutieren wir dieses Verhalten nach Satz 2.36.

Abb.2.3 Anwendung von Kleinste-Quadrate-Schitzer
;KO — Bayes-Regel
n auf n = 100 g - - g:gfr?étz?g%nlscheidungsregel °
Trainingsdaten aus Beispiel
©
2.15 =N
g
o
N
> o
o
=5
N
S A
3 R ‘
! o
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2.2.2 Theoretische Resultate

Bemerkung 2.16 gilt entsprechend fiir diesen Abschnitt. Insbesondere ist hier pKe =
arg ming pa R,((0, B1HYT)y = XTX)"!XTY (falls d < n) mit modifiziertem X =
xXT, ..., xDHT e rmxd,

Wir betrachten hier ein Resultat aus [18, Theorem 11, angewandt mit # = log(d)] iiber
die Konvergenzrate des Excess Bayes Risks:

Satz 2.23 Es gelte Modellannahme 2.1 mit ,38 = 0, und X sei zentriert. Es gelte &1 ~
N(0, ¢?) und \/LEHZ’WX] Il < po f.s. mit einer Konstanten pp > 0 unabhédngig von d.

Dann gilt: Es gibt eine Konstante ¢ = c(a?, pg), so dass fiir d > log(n) und #g(d) — 0
gilt:
N d
limsup]P’(R (anQ>—R(f*) Zc-—) —0 (2.8)
n—o00 n

Beweis Wir geben nur eine Motivation. Wir schreiben zur Abkiirzung 8 = X2, Mit
Lemma 2.19 folgt:

B—p=XTX)"IXTY - XTX)"1XTx8* = XTX)"'XTe

Sei Tn := (X{)i=1,...n- Dann gilt mit dem ,,Trick”“ a = Sp(a) fiir a € R und den Eigen-
schaften der Spur:

E[R(FKO) 1T - RUH = E[IZV2B - 91317
_ E[eTX(XTX)—lE(XTX)—leem]

— Sp (E[e@T]X(XTX)*‘ E(XTX)*‘XT>

n n

Wegen E[%XTX] = E[X:X]] = % erwarten wir & (%XTX)f1 ~ Ijxq und damit

Sp (Z (%XTX)_I) ~ d. Die exakte mathematische Behandlung des Faktors ist jedoch
schwieriger und wird hier tibersprungen. Grob gesprochen definiert man ,,giinstige Ereig-
nisse“ A, = {%XTX ist ,,nahe an E} und erhilt mit der Markov-Ungleichung fiir belie-
biges y > 0:
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P(R(F5Q) R > ¥) ) R(™ > yIT) La, | + P (A7)

<[P (x
[ R(f*>|Tn]

1a, | +P(AS)

1
-Zg |:Sp< ( XTX) ) h,,] +P(AS)
n
Bemerkungen

e Die Kernaussage von Satz 2.36 ist, dass anQ mit Konvergenzrate ;—1 lernt, d.h., nur
fir d <« n ist eine Konvergenz von R( anQ) gegen das Bayes-Risiko zu erwarten.
Damit liefert Satz 2.36 die Bestitigung fiir die nach Lemma 2.19 anschaulich hergeleitete
Vermutung. Die Bedingung d > log(n) ist nicht notwendig, sondern wird nur fiir die
Angabe einer moglichst einfachen Konvergenzrate genutzt.

e Die Annahme normalverteilter Fehler ¢; ~ N (0, ¢2) kann durch allgemeinere Bedin-
gungen ersetzt werden, genauso wie die Forderung \/Lg 1==12X1|l» < po, vgl. [18]. Die
Konstante pg misst die Streuung von X1, welche nicht durch eine Standardisierung mit
der Varianz von X neutralisiert werden kann. Je stidrker die Verteilung von X von einer
Normalverteilung abweicht, desto stirker hiangt pp noch von X ab. Je wahrscheinlicher
grof3e Werte fiir X sind, desto groBer ist pg.

e Die Konstante ¢ ist in etwa von der Form ¢ ~ o pg. Das Excess Bayes Risk von f,,KQ
wichst also mit der Varianz der Fehler €1 und mit der Streuung von X;.

N 2 .
e Wie aus dem Beweis ersichtlich ist, gilt E [(,BKQ - ﬂ*) |Tn] = ‘Tn—ZSp ((%XTX)_l) A

(’TZSp(E’l). Im Gegensatz zum Excess Bayes Risk

2 -1 2
E[RUEOIT,] = R =2 sp (z (%xfx) ) ~ 2

hingt die Konvergenzrate von den Parametern ﬁK Q _ * zusitzlich noch von der Beschaf-
fenheit von ¥ ab. Gerade bei stark korrelierten X ist ¥ nur ,,sehr knapp* invertierbar,
und das Inverse £ ~! enthilt sehr groBe Werte auf der Diagonalen, was zu einem hohen
Faktor Sp(X~!) fiihrt. Dies erklirt die schlechte Schitzung von ,3 K 0.2 in Beispiel 2.22.

Im Folgenden wollen wir eine Abwandlung von anQ diskutieren, die bei hoheren Dimen-
sionen d von X; einen niedrigeren Generalisierungsfehler und bessere Schitzungen ,3K 0
liefert. Zur Motivation lernen wir zunichst eine weitere Eigenschaft von an 2 kennen. Mit
Ty = (Xi)i=1,...n gilt

E[B¥Q17,] = 75077 (%p" + ElelT,]) = 5.
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und daher mit beliebigem x € A’
E[/KQIT | =+ TB[XOIT, | = "6 = 17 (x)
Dies bedeutet, es gilt stets Bias( f,,KQ(x)) = 0. Weiter ist

fEOw) =xT K0 = [« x" %)~ 'xT] v,

—_—

=l

d.h., anQ (x) ist linear in den Beobachtungen Y7, ..., ¥,. Man kann folgenden Satz zeigen:

Satz 2.24 (GauB-Markov-Theorem) Sei d < n und x € R? beliebig sowie ¥ = x7B.
Der Schitzer 1@ = xTﬁ KQ hat folgende Eigenschaften:

(i) Esgibta € R? mity = a”Y, und es gilt E[{/|T},] = .
(ii) Fiir alle Schitzer der Form v = a’' Y mit E[y/|T,,] = v gilt: Var(/|T,,) < Var(¥|T},).

Das bedeutet: Der Algorithmus f,,KQ (x) ist unter allen Algorithmen ohne Bias (bedingt auf
fn) der Schitzer mit der geringsten Varianz Var( f,,KQ )] f"n). Man kann also nicht hoffen,
Algorithmen mit geringerem Excess Bayes Risk zu finden, die keinen Bias haben. Motiviert
durch die Bias-Varianz-Zerlegung des Excess Bayes Risks (vgl. Lemma 1.9) untersuchen
wir im Folgenden Algorithmen mit einem von null verschiedenen Bias und hoffen auf eine
grofe Ersparnis bei der Varianz und damit auf ein geringes Excess Bayes Risk. Anschaulich
bedeutet das Forcieren eines Bias, dass wir bei der Konstruktion des Algorithmus wéhrend
der Schitzung von § Nebenbedingungen in Form von Bestrafungstermen vorgeben, vgl.
Bemerkung 1.16.

2.3  Ridge-Schétzer

Die anschauliche Motivation fiir den im Folgenden eingefiihrten Ridge-Schitzer und alle
weiteren Schitzer ist die Vorstellung, dass nur wenige Komponenten von X tatsdchlich
einen messbaren Einfluss auf Y| haben. Wir wollen also einen Teilvektor von X finden,
der Y; fast genauso gut erklidrt wie das gesamte X;. In Hinsicht auf die Modellannahme
bedeutet das:

Annahme: Nur wenige ,3;‘ sind tatsachlich signifikant von O verschieden. 2.9
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Sind diese Parameter identifiziert, konnen sie besser auf Basis der Trainingsdaten geschitzt
werden. Ein Extrembeispiel fiir die Identifizierung der geeigneten Parameter ist das Priifen
aller Moglichkeiten:

Beispiel 2.25 (Subset selection) Fiir ein 8 = (Bo, f1,...,B4) sei S(B) = {j €
{1,...,d} : Bj # 0O} die Menge der Indizes, bei welchen B von null verschieden ist.
Fiir jedes k = 1, ..., d suche den KQ-Schitzer

Y =  argmin  R,(B), (2.10)
BeRI+H! #5(8)=k

der nur k der Komponenten von § nicht auf 0 setzt (auBer By, das im Allgemeinen immer
benétigt wird). Da mit immer mehr Parametern das Risiko immer stédrker verringert werden
kann, istk > Ry ( B jedoch monoton fallend und eine geeignete Wahl von k und dem fina-
len Schiitzer %) nicht anhand von R, (BH) moglich. Stattdessen nutzt man beispielsweise
ein AIC-Kriterium (vgl. Gl. (1.14)) der Form

peubset .= ,3(12), k := arg min [ﬁn(ﬁ(k)) +2. K -02:| ,

k=1,...d n
welches die Anzahl der benétigten Parameter durch einen additiven Term beriicksichtigt.
Auch wenn dieser Algorithmus in der Theorie gute Eigenschaften hat (je nachdem wie
gut die Wahl k ist), so ist die schnelle Berechenbarkeit in der Praxis nicht gewihrleistet:
Fiir jede Teilmenge S C {1, ...,d} mit#S = k muss in GI.(2.10) ein Schitzer berechnet
werden, um 8% ermitteln zu kénnen. Um alle Terme B, ..., 8@ zu erhalten, ist daher
die Berechnung von insgesamt 2¢ Schitzern nétig. Dies ist nur fiir kleine d < 20 ohne
Weiteres moglich.

Bei der Entwicklung von Algorithmen fiir GI. (2.9) muss daher stets auch deren Berechen-
barkeit in praktischen Anwendungen im Vordergrund stehen.

Beim Ridge-Schitzer verfolgt man nicht das Ziel, die Komponenten von g direkt auf
null zu setzen. Stattdessen sollen die Komponenten von 8 verkleinert werden, wofiir ein
Bestrafungsterm J (8) fiir deren Grof3e eingefiihrt wird (sogenannter shrinkage penalty). Die
Hoffnung ist, dass durch eine solche Bestrafung vor allem diejenigen §; verkleinert werden,
welche zu den am wenigsten fiir Y7 relevanten Komponenten von X gehoren. Ausgeschlos-
sen von dieser Bestrafung wird der intercept By, welcher eine allgemeine Eigenschaft von
Y1 charakterisiert und laut Modell keine direkte Verbindung mit X besitzt. Fiir den Ridge-
Schitzer wihlt man JR(8) = [|(B1, ..., Ba)T |15, d.h., wir bestrafen die || - ||>-Norm von
ohne den intercept B (da dieser nicht mit den Komponenten von X; verbunden ist).
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Definition 2.26 (Ridge-Schiitzer)
Sei A > 0 und fiir 8 = (o, ..., Ba)T € RI*H! definiere

d
MOEDI
j=1

Definiere den Ridge-Schdtzer

,BA){? = arg min {ﬁn(ﬂ) + A JR(ﬂ)}
ﬁeRd“

Der zugehorige Algorithmus ist

d
fnlfx(x)zﬁﬁo—l—Zﬁﬁjxj, x:(x1,...,xd)TeRd. ¢
j=1
A ist ein Bestrafungsparameter und kontrolliert die Stirke der Verkleinerung der Koeffizi-
enten: Je groBer A, desto kleiner miissen die Koeffizienten 1, ..., B4 einer Losung sein.
Bevorzugt werden durch diese Methode also ,@f bei welchen eine grofle Zahl von Koeffi-
zienten nahe oder gleich null ist.
Aufgrund der einfachen Form von J & () ist durch Bestimmung der Extremstelle von
B — R, (B) + A - J(B) eine explizite Darstellung von ﬁf moglich:

Lemma 2.27 (Explizite Darstellung des Ridge-Schitzers) Sei A > 0. Dann gilt mit
E :=diag(0, 1,1, ..., 1) € R@+tDx(@+D).

BR = XTX + mnE)~IXTY (2.11)

Bemerkungen

e Im Gegensatz zu S5 € existiert im Falle A > 0 immer ein eindeutiger Ridge-Schiitzer
Bf. Da XTX stets positiv semidefinit ist, wird sie durch Addition von AnE invertierbar
(selbst wenn d > n). Im Fall A = 0 gilt X2 = gR.

e Im Spezialfall %XTX = I(g+1)x(d+1) und d < n kann man zeigen, dass ﬁﬁj = HﬁﬁjKQ
(j=1,...,d),d.h, ﬁf entsteht durch gleichmifBige Skalierung der Eintrdge von ,3 KQ
Richtung 0. Fiir allgemeines X werden die Eintridge von ﬁf jedoch verschieden stark in
Richtung O skaliert.
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2.3.1 Wahl des Bestrafungsparameters

Ein in der Praxis verwendbarer Algorithmus entsteht aus fnﬁ erst, wenn auch eine Wahl A
von A basierend auf den Daten vorgegeben wird. Der finale Algorithmus ist dann fnlfi' Ein
Standardverfahren ist die Wahl A = AV mittels Cross Validation, vgl. Definition 1.22.

Eine alternative Wahl von A kann mittels des AIC-Kriteriums erfolgen, vgl. Definition
1.27. Wir berechnen dafiir die Gréf3e df (A) unter der Annahme, dass X1, ..., X, determi-
nistisch sind, d.h., alle Ausdriicke werden als bedingte Kovarianzen gegeben X1, ..., X,
aufgefasst:

Lemma 2.28 (Effektive Anzahl der Parameter bei Ridge-Schitzung) Fiir df(A) :=
L Cov(Yi, fiR (X)) gilt:

df(k)—1+zs oy
J

wobei so > 51 > ... > sq > 0 die Eigenwerte von & := %XTX sind.
Bemerkung: Ist & = 0, gilt df (f'{*) = d. Fiir & — oo gilt df (f]'{**) —

Beweis Es gilt Y/ Cov(¥i, £K (X)) = Sp(Cov(Y, (£ (Xi))i=1...n)). wobei
Cov(Z1, Z3) := Cov(Zyj, Z1k))j k=1,...,n fiir n-dimensionale Zufallsvektoren Zy, Z,. Mit
Cov(e, ) = 21,y folgt

Sp (Cov <Y, (f"]’ek(x’»,-:l

)) =Sp (COV(X(XTX +anE) X7y, Y))
— o2Sp (X(XTX + )LnE)’IXT>
— o2Sp (XTX(XTX + AnE)—l) .
Das symmetrisch positiv semidefinit ist, gibt es eine Darstellung > = VvDVT mit orthogo-

naler Matrix V € RE+D*@+D ypd Diagonalmatrix D = diag(so, . . ., sg) € R@TDx@+D
mit sg > 51 > ... > sq > 0. Dann ist

XX + AnE =nV(D + AE)VT

und weiter

Sp (Cov (Y, (nt?A(X")>,-=1

>>=02Sp(D(D+AE)_1)=02 14y

,,,,,



2.3 Ridge-Schatzer 45

Einsetzen in Definition 1.27 liefert folgende Definition:

Definition 2.29 (AIC-Kriterium fiir Ridge-Schiitzer)
Seien 59 > s > ... > sq > 0 die Eigenwerte von —XTX Dann ist A%
arg min, 5 AIC, (1), wobei

262
AIC, (M) = R, (f! x)+—' 1+Z z
j=1 ]

und 62 := R, (fn],?)»uo,) mit einem Ay, > 0. ¢

Die Wahl von A, > 0 hat einen wesentlich geringeren Einfluss auf den Algorithmus f RMH

als die direkte Wahl von X in fn, ,.» vgl. die Bemerkungen nach Definition 1.27.

2.3.2 Anwendung auf Beispiele

Um das Verhalten von ,éf fiir verschiedene A > 0 zu zeigen, konnen die Profillinien des
Schitzers grafisch dargestellt werden:

Definition 2.30 (Profillinien)
Die Abbildung [0, 00) > R+ i > BR heiBt Profillinie des Ridge-Schitzers. ¢

Wir diskutieren die gleichen Daten wie aus Beispiel 2.22:

Beispiel 2.31 Wir betrachten jeweils n = 100 Trainingsdaten aus Beispiel 2.14 ( fnRil)
und 2.15 ( f o ) mit d = 10, o0 = 0,3. Die Profillinien von f Ai zusammen mit den mit
5-fold Cross Validation oder AIC-Validierung ausgewihlten Bestrafungsparametern A sind
in Abb.2.4 (i = 1) und Abb.2.5 (i = 2) dargestellt. Fiir A — 0 néhern sich die Ergebnisse
wieder dem KQ-Schitzer an.
Die mit 5-fold Cross Validation ermittelten Schétzer lauten

/%R = (0,07, 1,00, —0,08, —1,05, —0,02, 0,07, —0,03, 0,08, —0,02, —0,04, 0,09),
,3§ = (—0,01, 1,04, —0,12, —0,39, —0,41, —0,32, —0,16, 0,00, 0,14, 0,25, 0,31)7,
fiir die Testfehler erhalten wir

R(FR1L) ~ 00063, R(FRZ) ~0,0900.
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Abb. 2.4 Profillinien von B)»R Ridge-Schitzer: Profillinien der Parameter
erhalten aus n = 100 o [— —ov
Trainingsdaten aus Beispiel - | = betat
.. ! — beta2
2.14. Als senkrechte Linien i ! T betad
A A . 8 --= Deta
sind A7V, A%*€ gewiihlt durch T 2+ i — betad
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Im Vergleich zu den Ergebnissen des KQ-Schitzers (vgl. Beispiel 2.22) konnten geringere
Risiken erreicht werden. Bemerkenswert ist die starke Verdnderung von Bfuz im Vergleich

zu /§K 0.2 die nun eine Interpretation der Einfliisse der verschiedenen Komponenten von
X erlaubt.

a Ridge-Schétzer: Profillinien der Parameter b Ridge-Schatzer
-- CV © —— Bayes-Regel
o | -- AIC © 7| --- geschatzte Entscheidungsregel / CV
- ——betal | | - geschétzte Entscheidungsregel / AIC o
— beta2
— beta3 © |
© --- betad °
o 2 — beta5
Q beta6 <
o) beta7 S
© beta8
£ betad
S o1 N N beta10 ~
© > o 7
o
i)
N o S
T S °
5]
o
~N
=) s 4
© ?
S
o o
< o
S o
o
T T T T T T T T T T
1e-03 1e-01 1e+01 1e+03 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
lambda x1

Abb. 2.5 Anwendung des Ridge-Schitzers auf n = 100 Trainingsdaten aus Beispiel 2.15. a Pro-
fillinien von ,B)If. Als senkrechte Linien sind AV, A€ gewihlt durch Cross Validation und AIC-

Validierung dargestellt. b Darstellung von fnRA
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2.3.3 Theoretische Resultate

Die urspriingliche Motivation hinter Gl. (2.9) ist eine Verkleinerung des Raums F der mogli-
chen Entscheidungsregeln wihrend der Durchfiihrung des Algorithmus. Wir werden gleich
sehen, dass auch der Ridge-Algorithmus eine solche systematische Verkleinerung F des
Raums F vornimmt. Um dies formalisieren zu kdnnen, bendtigen wir einige Resultate aus
der Theorie der konvexen Optimierung.

Exkurs: Konvexe Optimierung
Die hier zitierten Resultate werden wir spiter auch in Abschn. 4.4 nutzen. Die Abkiirzung
NB steht hierbei stets fiir ,,Nebenbedingung*.

Definition 2.32
Seien g : R — Rund G : R¥ — R/ konvexe und stetige Funktionen. Dann heiBt

inf g(#) unter NB G(@#) <0 2.12)
HeRK

konvexes Optimierungsproblem und bedeutet:

Suched € R¥ mitG(é) < 0, so dass inf g0) = g(é).
HeRK,G(6)<0

Hierbei ist a < O fiir einen Vektor a € R komponentenweise zu verstehen, d.h. a; <
0,...,a; <0.
Die Funktion
¢:RFxRL,, €6, p)==g®) + (p, GO))

heiBt zu Gl. (2.12) gehorige Lagrange-Funktion, und p = (p1, ..., pi)T heiBen Lagrange-
Multiplikatoren. Das Optimierungsproblem aus Gl. (2.12) besitzt die Darstellung

inf sup £(0, p), (2.13)
HeRk

pE]R]Z()
d.h., (0. p) € R x RL erfiillt £(4, p) = infy g SUp gt £(6. p) und heibt primales
Problem. - ¢

Der folgende Satz stellt eine Beziehung von Losungen des obigen Optimierungsproblems
zu einem Gleichungssystem her. Mathematisch folgt dies aus der Theorie der sogenann-
ten starken Dualitit (engl. strong duality) von konvexen Optimierungsproblemen, vgl. [10,
Abschn.5.2.3].
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Satz 2.33 (Optimalititsbedingungen) Sei ein konvexes Optimierungsproblem gegeben
durch GI. (2.12). Dann gilt:

(i) Gibtesd e RF, p e RIZO, so dass die Optimalititsbedingungen

6 € arg min €0, p), G@) <0, p=>0, (p,G@) =0, (2.14)
Rk

gelten, so ist 6 eine Losung von 2.12.
(i1) Ist 0 eine Losung von 2.12 und gibtes 6 € R* mit G(9) < 0 (sog. Slater-Bedingung),
so gibtes p € RL, so dass 2.14 gilt.

>0°
Ist & — £(0, p) differenzierbar, so ist 0 e arg ming g £(0, p) 896(5, p) = 0, und
die Optimalitdtsbedingungen in Gl. (2.14) heilen Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen.

Gilt (i) oder (ii), so ist das Optimierungsproblem aus Gl. (2.12) dquivalent zu einem anderen
Optimierungsproblem (dem sogenannten dualen Problem). Diesen Zusammenhang bezeich-
net man als starke Dualitit.

Satz 2.34 Sind die Voraussetzungen von (i) oder (ii) aus Satz 2.33 erfiillt, so ist (é , p) auch
Losung des sogenannten dualen Problems

sup inf €6, p). (2.15)
PERLO HeRk

Anwendung auf den Ridge-Schéitzer
Das urspriingliche Optimierungsproblem fiir den Ridge-Schitzer ﬁf kann wie folgt umfor-
muliert werden:

Lemma 2.35 Fiir jedes A > 0 existiert ein /(1) > 0 (abhiingig von den Trainingsdaten

(X;,Y),i=1,...,n),sodass 3f Losung ist von
d
. ~ 2 A
,551]{5“ R,(B) unter NB 2;;5% < 7). (2.16)
]:

Beweis Definiere (1) := Y 9_, (BR ;)2 Wir wenden Satz 2.33(i) mit G () = P B —
f(M)und g(B) = 1%,, (B) an. Hierist £(8, 1) = g(B) + XA - G(B). Aufgrund der Definition von
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ﬁf i gilt aﬂﬂ(ﬁf, A) = 0. Man sieht schnell, dass (ﬁf, A) auch alle anderen Bedingungen
in Gl. (2.14) erfiillt. Satz 2.33(i) liefert, dass ,@f Losung von 2.16 ist.

Bemerkungen

e Die englische Bezeichnung ridge heifit iibersetzt ,,Wall“ und kommt daher, dass die
Bestimmung des Ridge-Schitzers gemadll Lemma 2.35 als Optimierungsproblem verstan-
den werden kann, bei welchem ein maximaler Wert fiir die || - ||2-Norm von 8 vorgegeben
wird. Ist X7 X invertierbar und daher auch der KQ-Schitzer eindeutig bestimmt, so kann

~ 2

t unabhingig von A den Wert t,,4, = Z’jzl (,BJKQ) nicht iiberschreiten.

Lemma 2.35 liefert folgende Interpretation fiir den Ridge-Schitzer: Sobald ein A gewihlt

wurde und die Trainingsdaten bekannt sind, ist 7(1) in GI.(2.16) festgelegt und der Algo-

rithmus fn]?)\ sucht nur noch innerhalb der Menge

d d
FO)={f=xr o+ Y BixjleF:Y B <it).

j=1 j=1

Eventuell gilt dann jedoch f* € F \ﬁ (1), womit ein systematischer Fehler bei der Schiit-
zung, d. h. ein Bias, entsteht. Das Vorgehen, dass ffk wdhrend der Durchfiihrung die Menge
der moglichen Entscheidungsfunktionen reduziert, bezeichnet man als Modellwahl (engl.
model selection).

Konvergenzrate des Ridge-Algorithmus
Bemerkung 2.16 gilt entsprechend fiir diesen Abschnitt. Insbesondere ist hier Ef =
arg ming pa {Ién((O, BTy + 1 - JRP)) = (XTX + anlyrg) ' XTY mit modifiziertem
X=xTI,...,xDHT e RM>4,

Wir zeigen hier ein leicht vereinfachtes Resultat aus [18, Theorem 16] iiber die Konver-
genzrate des Excess Bayes Risks des Ridge-Schitzers. Zur Formulierung benétigen wir noch

folgende Bezeichnungen: Sei © = VDV eine Spektralzerlegung von ¥, d.h., V e R¥*4
ist orthogonal und D = diag(sy, ..., s4) ist die Diagonalmatrix der Eigenwerte von X. Sei
k
o d S .. _
dip =2 (—Sj_’H) fiirk =1, 2.

Satz 2.36 Es gelte Modellannahme 2.1 mit 8§ = 0, und X sei zentriert. Es gelte &; ~
N (0, 02). Fiir jedes & > 0 gebe es p) > | mit L@ +rlgx )" Xy llp < p; f.s. Dann gilt fiir
A1

_ . n
d > log(n) und alle A = X,, > 0 mit oz @



50 2 Lineare Algorithmen fiir Regressionsprobleme

lim sup lim sup P (R(anQ) “R(fH=c- y”()\)) —0, 2.17)

c—> 0 n—o0
bei 1) = (L 42250, 20
WOelyn()— 2)\.+ ZJIW .

Beweis Wir geben erneut nur eine Motivation. Zur Abkiirzung schreibe ﬁ = ﬁf , 2=
%XTX und f‘,, := (Xi)i=1,...n- Dann gilt

E(B — BTyl = —A(S + Aaxa) ' %,

und somit lautet der quadrierte Bias

. 1 2
»!1/2 (2 T udxd) B*

o[- o] -

.
Weiter gilt 8 — E [ﬁﬁn] = %()f + Myxq) "' XT e, daher lautet die Varianz
12 (4 515 2 - o? - -1
E||£2 (8 -EBIT) | 17| = Z-Sp (28 +Muxa) 'S (£ +2uxa) ).
Gilt ¥ ~ ¥ und nutzen wir die Zerlegung ¥ = VDV soist

[&[26 — pyi7] | ~ 220 (B V(D + 1hasd ™ DD + 1asd VT B°)

d Sj VTIB)

ey

und mit demselben Vorgehen

[Hzl/z(ﬂ E,3|T])H |T] Ziﬁ (;Zdu.

Insgesamt folgt fiir das auf 7, bedingte Excess Bayes Risk aufgrund der Bias-Varianz-
Zerlegung:
[ si(VIBT o2
|=

d
~ A2 + —dy,; =
] jX_; (sj+M%> n 2=V
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Bemerkungen
e Die Bemerkungen zu den Bedingungen nach Satz 2.36 gelten entsprechend.
e Aus dem Beweis ist ersichtlich: Der Bias des Algorithmus wichst mit A, die Varianz fallt

mit A. Im Spezialfall £ = I;44 gilt s = ... =54 = 1 und damit
1 o%d
M= —— |29 L 2ivTe2 ]
Ya(3) (1+Xﬂ[ = 22 ﬂHJ
old

Das Minimum wird erreicht fiir A* = in diesem Fall gilt

n|vT B3’
. 0% VT B*113

Vn()n)=_n i E—— —
=5+ NVEBIS

#‘% < 1 eine bessere Konvergenzrate als
beim KQ-Schitzer erreicht werden. Fiir & # Ijxq4 konnen dhnliche Resultate gezeigt
werden.

e Falls die Komponenten innerhalb des Vektors X stark korreliert sind, sind einige Eigen-
werte s; von X sehrklein. Aus dem Beweis ist ersichtlich, dass die Varianz der Schitzung

von SR folgende Form besitzt:

Falls also A ~ A* gilt, kann wegen

E[I8 - BT I3IT. | ~ =

d
o2
n —_

Sj
(sj + A)2

j=1

Wihrend beim KQ-Schiitzer A = 0 galt und sehr kleine s; zu sehr hohen Varianzen von
ﬁK 0.2 gefiihrt haben, werden diese nun durch A > 0 neutralisiert. Dies erklirt die starke
Verbesserung der Schitzung von BR 2 im Vergleich zu ,3 K0.2 in Beispiel 2.31.

24 Lasso-Schatzer

Wie beim Ridge-Schitzer ist unsere Annahme, dass tatsdchlich nur wenige ,3;.‘ # 0 sind.
Durch eine Anderung des Bestrafungsterms J R werden wir einen neuen Schitzer definieren,
der Losungen liefert, die dieser Annahme stéirker gerecht werden.

Aus theoretischer Sicht wire es am besten, direkt die Anzahl der Nicht-Null-Parameter
zu bestrafen, d. h. JO(,B) =|Bllo=#{j =1,...,d: Bj # 0} zu wihlen. Fiir dieses J sind
jedoch keine effizienten Berechnungsmethoden zur Bestimmung des Minimierers bekannt,
so dass die praktische Umsetzbarkeit nicht gegeben ist.

Wir werden im Folgenden sehen, dass die Wahl J L B) = Z?:l |Bj] (welche der || - [|1-
Norm von (B4, ..., Ba) entspricht) jedoch dhnliche Eigenschaften wie J© aufweist.
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Definition 2.37 (Lasso-Schétzer)
Sei A > 0 und fiir 8 = (Bo, i, ..., Ba)! € R4t definiere

d
TEB) =) 1B
j=1

Der Lasso-Schdtzer ist
ﬁf :€ arg min {Rn(ﬁ) + A JL(ﬁ)]

ﬂeR"‘*"
Der zugehorige Algorithmus ist
d
FE0) = BEg+ > AL ixj. ¢
j=1
Es gibt keine explizite Formel fiir ﬁf in den Trainingsdaten (X;, ¥;),i = 1, ..., n. Jedoch

gibt es stets ein globales Minimum der Zielfunktion 8 — S(8) := ﬁn B)+Ar-J L (B), da
S konvex ist und lim g, 00 S(B) = 00 gilt.

Der Name ,,Lasso™ ist eine Abkiirzung fiir Least absolute shrinkage and selection opera-
tor und weist darauf hin, dass ,3 AL tatsédchlich eine Auswahl aus allen moglichen Komponenten
von B trifft. Wir zeigen dies kurz an einem sehr einfachen Spezialfall:

Beispiel 2.38 (Verhalten des Lasso-Schiitzers) Es seid = nund X;; = 1= (i, j =
1, ..., n). Zur Vereinfachung reduzieren wir das Modell auf eines ohne intercept, d.h., wir
nehmen B§ = 0 an. Dann ist

Yi=/3i*—|—8i, i=1,...,n.

Wegen des bekannten S; = 0 betrachten wir nur die Minimierung iiber 8 = (81, ..., B4) €
R? mit
AL :c arg min {1%”((0, BT + 5. JL(;S)} . (2.18)
BeR4

Dann kann ,BAL durch eine komponentenweise Minimierung erhalten werden:

n

A . 1 1

Bl = arg min Y (=(¥; — B)* + MlBil} = (arg min{~(Y; — ;)* + Mﬂjl}) :
peRd i M pjer M j=loond

.....
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Das Minimum der Funktion a +— %(Y = a)? + Mla| ist leicht explizit zu ermitteln (vgl.
Lemma 2.43 unten):
A A
Yj — jl’l, Yj > zlfl,

ﬁius»w: Yj—i—%n, Y; <—%n,

J
0, Y;| < 4n

Das bedeutet, falls |Y;| < %n gilt, wird ﬁi’f‘;‘"’ exakt null. Beim Ridge-Schitzer und KQ-
Schitzer wiirde man dagegen erhalten:

R Y; A
R J ko

. = N . :Y
Poi=1iym P /

d.h., dort entstehen die Schitzer durch Skalisierung oder direkte Ubernahme der Beobach-

tungen Y; und werden nicht auf null gesetzt.

Fiir allgemeine Modelle lédsst sich ein dhnliches Verhalten von ,3 f nicht unmittelbar herleiten,
wir werden aber im Folgenden eine grafische Motivation bereitstellen. Wie beim Ridge-
Schitzer lasst sich das Optimierungsproblem umformulieren:

Lemma 2.39 Fiir jedes A > 0 existiert ein (1) > 0, so dass ,@L Losung ist von

d
inf R unter NB | <i).
inf Rn(B) ;w_ ()

Beweis Wihle 7 (1) := Z?:l | B)f j| und gehe weiter vor wie im Beweis von Satz 2.35.

Unter Nutzung des entsprechenden Resultats fiir den Ridge-Schitzer aus Lemma 2.35 erhal-
ten wir fiir d = 2 folgende grafische Interpretationen:

Bemerkung 2.40 (Vergleich Lasso- und Ridge-Schiitzer) Sei d = 2, und wie in Beispiel

2.38 sei ,36" =0und 8 = (B1, B)T € RZ?; der Schiitzer ,3){‘ werde gemif Gl. (2.18) ermittelt.
Sind Trainingsdaten (X;, Y;),i = 1, ..., n gegeben und ein A > 0 ausgewdhlt, so erhilt

man durch Lemma 2.35 und 2.39 Werte 7%, 7L > 0, so dass ﬁf, ﬁ){‘ als Minimierer von

. 1<
g(B) = R, ((0, 1)) = =" (¥ — B Xi1 — B2 X2)?
n i=1

unter den Nebenbedingungen Z‘ji»:] /3? < iR bzw. Z?:l 1Bl < L interpretiert werden
konnen.
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Die Abbildung B — g(f) ist ein Paraboloid, die Hohenlinien H. = {8 € R? : R, B) =
c} fiir festes ¢ > 0 entsprechen Ellipsen. Je grofler c, desto groler werden die Ellipsen.

Die Minimierung von 8 +— g(B) liber Z?:l ,312. < R erfolgt anschaulich, indem man
ausgehend vom Zentrum der Ellipse (dem KQ-Schitzer B Ko — arg minﬂeRz g(B)) die
Ellipsen schrittweise so weit vergroBert (d.h. den Wert von g(8) erhoht), bis das erste
Mal Z?:l ,312. < 1R erfiillt ist. Der Schnittpunkt der Ellipse mit der Menge {8 € R? :

Z?:l ﬁjz. < R} entspricht BX. Dieses Vorgehen ist in Abb.2.6 illustriert. Beim Ridge-
Schiitzer entspricht die Nebenbedingung Z‘;: 1 ﬁjz. < 7R einem Kreis; im Allgemeinen liegt
,éf mitten im Koordinatensystem, und keine Komponente ist null. Beim Lasso-Schétzer
hingegen beschreibt die Nebenbedingung Z[j’:l IBj| < fL ein gedrehtes Quadrat; falls

2 3 4 5
6] + | < £

Abb.2.6 Darstellung der Hohenlinien von g(8) aus Beispiel 2.40 zur Veranschaulichung des Mini-
mierungsvorgangs bei Ridge- und Lasso-Schitzer. a Verhalten des Ridge-Schitzers, und b Verhalten
Lasso-Schitzers bei gleichem X. ¢ Verhalten des Lasso-Schitzers bei zu kleinem A. Dann sind beide
Komponenten von f}f nicht null
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tL groB genug ist (d.h. A klein genug), liegt ,3){‘ automatisch auf einer Ecke der Menge
{B e R Z‘j: 1Bl = 7L}, und somit ist mindestens eine Komponente von ,BA)I: exakt null.

Wir zeigen nun das Verhalten des Lasso-Algorithmus anhand der Daten aus Beispiel 2.22:

Beispiel 2.41 Wir betrachten jeweils n = 100 Trainingsdaten aus Beispiel 2.14 ( fnL’AI) und
2.15 ( fan) mit d = 10, o = 0,3. Die Profillinien von fnl‘xl zusammen mit den mit 5-
fold Cross Validation ausgewihlten Bestrafungsparametern A sind in Abb.2.7a (i = 1) und
Abb. 2.8 (i = 2)dargestellt. Fiir A — 0 néhern sich die Ergebnisse wieder dem KQ-Schitzer
an.

Die mit 5-fold Cross Validation ermittelten Schitzer lauten

Bl =(0,11,0,94,0,-1,04,0,0,0,0,0,0,0),

,éji’vz = (-0,01, 1,04, 0, 1,00,0,0,0,0,0,0,0,24).
Man sieht, dass die beiden wichtigsten Nicht-Null-Komponenten 8§ = 1, 85 = —1 richtig
erkannt und geschiétzt werden, aber die Komponente 5 = 0,2 aufgrund des Rauschens
in den Trainingsdaten nicht erkannt wird. Liegen mehr Trainingsdaten vor, so werden alle
Nicht-Null-Komponenten erkannt (fiir das Beispiel 2.14 ist dies in Abb.2.7b) mit n = 500
Trainingsdaten illustriert). Fiir die Testfehler erhalten wir

R(f 50,) ~0.0961, R(f72) ~ 0.0906.

a Lasso-Schatzer: Profillinien der Parameter b Lasso-Schatzer: Profillinien der Parameter
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2 ! — beta1 ~ 7 ! — beta1

| — beta2 ' — beta2

1 — beta3 | — beta3

' --- beta4 ! --- beta4
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Abb. 2.7 Profillinien von ﬁ{‘ erhalten aus a n = 100 und b n = 500 Trainingsdaten aus Beispiel
2.14. Als senkrechte Linie ist A°Y gewihlt durch Cross Validation dargestellt
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Lasso-Schétzer: Profillinien der Parameter
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Abb.2.8 Anwendung des Lasso-Schitzers auf n = 100 Trainingsdaten aus Beispiel 2.15. a Profilli-
nien von ﬂf . Als senkrechte Linie ist AV gewihlt durch Cross Validation dargestellt. b Darstellung

von fAnL 2

Im Vergleich zu den Ergebnissen des Ridge-Schitzers (vgl. Beispiel 2.31) konnten die
Risiken weiter verringert werden.

2.4.1 Berechnung von Lasso-Schatzern
In diesem Abschnitt geben wir ein Verfahren an, mit welchem der Lasso-Schitzer ,@f d.h.
ein Minimierer der Zielfunktion

B> R.(B)+r-JE(B), (2.19)

in der Praxis bestimmt werden kann.

Eine in der Praxis hiufig genutzte Methode ist der genannte LARS-Algorithmus (Abkiir-
zung fiir Least Angle Regression), der geometrische Eigenschaften der Losung ausnutzt. Da
er sehr stark auf Gl. (2.19) zugeschnitten ist und nur wenige Verallgemeinerungen erlaubt,
werden wir diesen hier nicht vorstellen, sondern leiten ein Losungsverfahren aus einer allge-
meineren Technik ab. Diese nutzt die Konvexitidt des Summanden Ién (B) sowie die einfache,
additive Struktur von J L(,B) = Z?:l |8 aus.

Koordinatenweiser Abstieg
Zur Formulierung nutzen wir folgende allgemeine Methode (vgl. [32]) des koordinatenwei-
sen Abstiegs (engl. coordinate descent). Die Idee hinter dem Verfahren ist, dass die unten
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definierte Funktion g global eine sehr stark einem Paraboloid dhnelnde Struktur hat. Man
kann sich daher dem globalen Minimum im ,,Zickzackkurs* iterativ ndhern, indem man
jeweils nur bzgl. einer Koordinate minimiert.

Satz 2.42 Sei .
q:RE SR, qR) =0+ ) 6z,

j=1
wobei ¢ : RF — TR eine konvexe, differenzierbare Funktion und ¢; : R — R konvexe
Funktionen sind. ¢ habe beschrinkte Niveaumengen, d.h., fiir jedes ¢ > 0 sei {z € RK -
q(z) = c} beschrinkt. Fiir jedes j € {l,...,k} und fest gewdhlte ¢; € R, i # j sei
zj > q(ai,...,a;-1,2j,aj41, .- ., a) strikt konvex.
Sei z@ e R beliebig und setze m = 0. Wiederhole fiir j = 1,...,k, 1,...,k,....:

(i) Optimiere nur bzgl. z;, d.h., setze

+1 .
M = arg min g2 ™)
zjeR
und z"m+D .= (zgm), el zﬁ."i)l, z§m+1), zyi)l, e, z;m))T. Erh6he m um 1.

Dann gilt: z™ — z(>) (m — 00) und z(* ist ein globaler Minimierer von g.

Zur iibersichtlicheren Behandlung von Sy sei (f(,-o, ce, f(,-d)T = f(,- = (1, XiT)T, i =

1, ..., n. Fiir das Lasso-Optimierungsproblem wihlen wir dann mit 8 = (B, ..., ﬂd)T €
RdJrl:
n d 2
A 1 - 1Bil, j=1,....d
pB)=R.By== | Vvi=D BiXi| . ¢iB=1 """
Damit ergibt sich fiir j = 1, ..., d:
1 n d d
9By =~ (Yi— > Xupi—XiB)* +MBjl+ Y I
i=1 1=0,1#] 1=0,1j
1 n d 1 n
> > o2 | a2
=-2|- Zm - > Xub)Xij | B+ [; inj} B3 + ABj| + const.
i=1 [=0,1#] i=1
———
=:a =:b

(2.20)

Die Funktion B; — g (B) besitzt ein eindeutiges Minimum gemif folgendem Lemma:
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Lemma 2.43 Seia € Rund A, b > 0.Die Funktion g : R — R, g(z) = —2az+bz>+Alz|
ist streng konvex und besitzt ein eindeutiges Minimum bei

p o 4>73
T = sign(@(lal - 2yt
min 7 a<-—3 b 7
0. lal<}%

wobei wT := max{0, w} den Positivteil einer Zahl w € R bezeichnet.

Im Falle j = 0 erhilt man das gleiche Ergebnis wie in Gl. (2.20) ohne den Term A|8;| und
damit den Minimierer ;. Anwendung von Satz 2.42 auf das Lasso-Problem liefert insgesamt
folgendes Berechnungsverfahren:

Bemerkung 2.44 (Berechnung des Lasso-Schiitzers) Sei y > 0. Setze 8@ := (0,
<, 07 e R¥* und m = 0.
Wiederhole tber j = 0,...,d,0,...,d,... bis zur Konvergenz (d.h. bis

L. rij:=Y — Z[d=0,l;éj Xilﬂl(m),i =1,...,n,
2. ,éj = % Y i1 Xijrij (= a in obiger Notation),
3. aktualisiere ﬂj(.m):

— L §en(BN(B: | — 2t =
n gz S1en(p; =57 j=1,....d
g | TET BHUBI - Bt
Bj, ji=0
+1
und /3(m+1) = (ﬁfm)’ L j(lf)l,ﬁ;m )"3/("-7-)1’ L ﬁl(im))T,

4. erhohe m um 1.
Dann ist ;@L ~ gm,

y > 0 wird als Toleranzparameter bezeichnet und steuert, wann die Iteration abgebrochen
wird. y sollte relativ klein gewihlt werden, z.B. y = 107>, damit 8™ sicher nahe am
globalen Minimum f}f liegt. Je kleiner A, desto grofer sind im Allgemeinen die Werte von
,B} und umso mehr Iterationen sind bis zum Abbruch notwendig.
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2.4.2 Theoretische Resultate

Bemerkung 2.16 gilt entsprechend fiir diesen Abschnitt. Insbesondere ist hier ﬁf =
arg mingcga {R, (0, 1)) + 1 - JE(B und X = (XT, ..., xDHT e R™?,

Die Qualitit des Lasso-Schitzers ist vor allem in den Fillen besser als die des Ridge-
oder KQ-Schitzers, wenn tatsidchlich nur wenige /3;? # 0 sind, d. h. GI. (2.9) erfiillt ist. Dies
kann mittels der Menge

$* = S(B%) = {j € (l,....d}: B} #£0)

der Nicht-Null-Komponenten von 8* formalisiert werden. Fiir das nachstehende theoretische
Resultat gehen wir davon aus, dass #S* <« n, aber d > n gilt. Vor der Darstellung des
theoretischen Resultats motivieren wir die dafiir bendtigten Bedingungen.

Wie wir in Lemma 2.19 gesehen haben, folgen die Trainingsdaten der Gleichung Y =
XB* 4+ e. Beim KQ-Schitzer erhilt man einen Schitzer fiir * durch Multiplikation von
%XT mit beiden Seiten, denn dann gilt %XTY = %XTX,B* + %XTe und daher g* =
AxTx)-HIxTy.

Damit dieses Argument funktioniert, muss 3= %XTX € R?*4 jpvertierbar und damit
der minimale Eigenwert, ausgedriickt durch den Rayleigh-Quotienten

A (i:) . vTﬁv
min = min ———-,
veRd |[vl[3

positiv sein. Es ist aber Rang(f)) < n und wegen d > n sicher Amin(f]) = 0. Der Aus-
weg aus diesem Dilemma ist die Information #S* < n. Wir sehen gleich, dass auch eine
schwiichere Annahme an ¥ ausreicht: Ist nimlich y und ein ,,Gleichungssystem*

S(B)=S*, y=3%8

fiir 8 € R? gegeben, so brauchen wir nicht die Invertierbarkeit von 3, sondern 3 muss (als
lineare Abbildung aufgefasst) nur auf der Menge

C*:={BeR?: S(B) = 5%}

invertierbar sein. Nutzen wir fiir einen Vektor v € R? und eine Indexmenge S C {1, ...,d}
die Notation vy = (vj1yjes))j=1,....4» S0 konnen wir auch schreiben: C* = {B € R? :
IBss)clli = 0}. Mathematisch kann Invertierbarkeit einer linearen Abbildung auf einer
Teilmenge mittels

TS oo

in 5 = min ——— (2.21)
veC* ||U||2 veC* ||US*||2

gefordert werden, dies entspricht anschaulich dem kleinsten , Eigenwert* der auf C* einge-
schrinkten linearen Abbildung v — Xv. In einem theoretischen Resultat iiber das Excess
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Bayes Risk diirfen wir jedoch keine Bedingungen an die konkrete Form der erhaltenen
Trainingsdaten stellen.

Stattdessen stellen wir Forderungen an die durch ) geschitzte Groe X. Es geniigt jedoch
nicht, die Forderung in GI. (2.21) stattdessen einfach an X zu stellen, da die Eigenschaft in
einem Beweis wegen ¥ # 3 nicht ohne Weiteres auf & iibertragen werden kann. Wir
verallgemeinern daher C* so, dass nicht exakt ||B(s<c|l1 = O gelten muss, sondern nur
|Bes¥elli < 31| Bs« 1. Wir definieren:

C*:={B € R : |Bsnelli < 31Bs+ I}
und fordern die sogenannte Restricted Eigenvalue Property (REP):

2
. =25 A
A, (X) := min 5 = min 5 > 0. 2.22)
vel*  us«ll3 vel* Jlus«l3

Wir rekapitulieren nun ein Standardresultat aus [12, Kap. 6] fiir die Eigenschaften von ,BA,\L,
erweitern es aber auf ein Resultat fiir das Excess Bayes Risk. Fiir diese Erweiterung ist noch
eine schwichere Annahme im Stile von GI.(2.22) tiber die maximalen ,,Eigenwerte von
% auf den Vektoren mit hochstens #S* von null verschiedenen Komponenten nétig, die wir
mittels

A ()

1/2 2
ax =203

= max
lvlla=1,#{j€ll,....d}:v; £0)<#S*

formulieren.

Satz 2.45 Es gelte Modellannahme 2.1 mit 5 = 0, und X sei zentriert. Es seien & ~
N, 0?), X; ~ N(0, £) i.i.d. mit ;= 1firalle j=1,...,d.Die GroBen A} . (¥) >

min

0, A}, (¥) < oo seien unabhingig von d. Gilt d = d,, — o0, M — 0 und ist
A=A > 120,/189 peliebig, so folgt

n

~ #S*
lim sup P (R(f,,{k) — R(f*) > 8A2%> =0.

n—>00 min(2)

Beweis Zur Abkiirzung schreiben wirﬁ = B/\L, S =8%s5:=#S", A* = A}, (¥) und
7~",1 = (Xi)i=1,...n- Wir zeigen zunichst eine Aussage unter den Annahmen, dass ein Ereignis
aus dem Schnitt der beiden Mengen A := {% max;—i,..4 |®TX.j| < %} (wobei X.; =
Xij, .-y an)T) und B = {A*(f], 3) > AT*} eingetreten ist. Dann gelten nacheinander

die folgenden Aussagen:
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1. Esgilt:
2 ) 2 T 2 * *
, TAHIBI = ~e X(B =B+ AlB" I

1 A
~|xp -8

Beweis: f ist Minimierer von 8 > R, ((0, 7)) +JL () = 1Y — XBI3 + 2L (),
daher gilt

2 2
1 A A 1
—|Y =XB| +alBll < = [|Y=XB*| +AlB"I.
n ||‘“——— n || ~——
=:wa 2 =e 2

Mit J|all3 — llell3 = lla — el + 2e” (a — e) folgt die Behauptung.

.....

3. Es gilt (auf A): 21X(8 — B3 < A{311Bs — BEll — lIBsell}-
Beweis: Es ist

2 ~ " 2(1.), (2.), auf A ~ N N ~

—IX(B - B3 < A B—B"N +2018%lIh —2 18111

n ———— —— —
=l1Bs—Bili+IBsclli  =WBSIT =) Bslli+IBse

A 1Bs — Bl — 1Bselln + 2 (IBEI — 1Bsl)
N e’

<llBs—B5Ih
= af31Bs = A5l — 1Bs:n ]
4. Auf A gilt: 3|1 Bs — B3l = I1Bselli, d.h. p — p* € C*,
Beweis: Wegen 0 < 2 IX(B — ,6*)||% folgt dies direkt aus (3).
5. Auf AN B gilt:
Bs— B3 <s-|Bs - B3] < X [xb - ] 2
_ s-lBe— Z _ =
S St = § Sl = n 2 A*

6. Auf AN B gilt:

2 S
< 81—
1 A*

L] 4nlp-p

Beweis: Es gilt
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2 2 * 2 * @ ) *
SIXB-BHIF+2 1B —B*Ih < 4rlBs — Bslh
n S———

=l1Bs—BEN1+I1Bse 1
) 1 . [2s
< —IX(B = BH)la - 4A ] —
< ﬁll B =B2 I

dab<a’+4b* 1 A s
= X6 - BHII3 + mZF

Abziehen von %HX(,@ — B ||% auf beiden Seiten liefert die Behauptung.

In [44, Theorem 1.6] wird gezeigt, dass es von n, d unabhingige Konstanten ¢, ¢ > 0 mit
folgender Eigenschaft gibt: Fiir alle

n > ¢ max{A* (Amax(E))l/zs log(5ed/s),9log(d)} und s <

TR

erfiillt das Ereignis
1 . 3
= {6 € C*(): JIZ"280 < 15125112 < SIIZ' 262}

die Eigenschaft P(C¢) < exp(—cn). Offensichtlich ist C C B. Wir schlielen:
7. Auf der Menge A N C gilt wegen (4) und (6):

Liz2g - g < szt

2 2= A
Esist X3 =Y lx =n%j;.SeiV; = T ,dann folgt (V;|T,) ~ N (0, %;;02).Ist

d die Verteilungsfunktlon der Standardnormalvertellung, sogiltfirallex e R: 1—®(x) <
e=*/2_ daher

=1,.., 4./n j=l,d 421/2

2
1 A
<2d max exp _E( v )

j=l,.d 421/2

}P’(AC|T)<d max P(|V|>—)<2d max |:1—d>( A/ >:|

Da X;; ~ N(0,1),i =1, ..., n unabhiingig sind, ist Z, l(X2 —1) Xz(n) verteilt (Chi-
Quadrat-Verteilung mit n Fre1he1tsgraden) Die Chernoff- Unglelchung liefert fiir deren
Verteilungsfunktion ®,2,, die Eigenschaft 1 — 2(n)(nz) < (ze'=%)"/? fiir beliebiges
0 < z < 1. Daher erfiillt die Menge D := {Vj € {1, ...,d}: Z” < 32” = 2}
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1 n/2
> —) < Zd( 1/2)

.....

Insgesamt folgt mit (7):
rL * 2 S
P(R(D = RO > 82 2)
= E[PUIZ2(B — 7)1} > 832 1T Lenn | +P(C) + P(D)
< E[P(A°|T,))1p] + P(C) + P(D°)

A 1
<2d exp( 3 < f) ) + exp(—cn) + 2d(§el/2)”/2
U

und daher die Behauptung.

Bemerkungen
e Mit

(2.23)
erhalten wir aus Satz 2.45, dass das Excess Bayes Risk R(fnL,x) — R(f™*) mit Rate

o2 log(d)#s*

5 . (2.24)

mm(

gegen null konvergiert. Diese Rate kann also auch in der Praxis durch geeignete Wahl
eines Schitzers A erreicht werden. Wie durch den Beweis ersichtlich ist (vgl. Schritt (7)),
IOg(d ) #S*.

erhalt man fiir ||,3A* B*|l1 eine dhnliche Rate A ():

e Gl.(2.24) liefert, dass die Rate im Wesentlichen nur von der Anzahl der ,effektiv vorhan-
denen‘ Parameter #S™* (d. h. die Anzahl der Nicht-Null-Komponenten von *) beeinflusst
wird, auch wenn das Modell mit d Parametern formuliert wird. Man muss nur mit einem
Faktor log(d) dafiir bezahlen, die Indizes j der Nicht-Null-Komponenten von 8* nicht
zu kennen. Ist #5* sehr klein und d sehr groB, so kann fnlfx* im Vergleich zum Ridge-
Schitzer ein wesentlich niedrigeres Risiko liefern.

e Wie beim Ridge-Schitzer wird die Rate von der Varianz des Rauschens o beeinflusst.
Aufgrund der oben verwendeten Beweisfiihrung, bei welcher das Excess Bayes Risk
aus dem Verhalten von ﬁx hergeleitet wurde, gibt es im Gegensatz zum Ridge-Schitzer

auflerdem einen Faktor NI (2) , durch den die Abhingigkeitsstruktur der Komponenten

X sehr stark in die Rate in GI. (2.24) eingeht. Unter leicht abgewandelten Vorausset-

zungen kann man zeigen, dass der Faktor durch einen nicht so stark von der Struktur X

abhiingigen Term ersetzt werden kann (vgl. [43]), wobei aber auch die Rate zu ,/ @

IOg(d )

anstelle von verschlechtert wird.
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Wihrend beim Excess Bayes Risk von fnL ,, unter geeigneten Annahmen also auf den Faktor

m in der oberen Schranke verzichtet werden kann, ist dies fiir den Schitzer ,@L von
B* nicht der Fall. Das bedeutet, falls zwischen zwei Komponenten X1, X; jo von X mit
J»j € S§* starke Korrelationen bestehen, so sind die Schitzungen ,BA}%‘]., ,BA}I:J., eventuell
sehr schlecht. Dazu betrachten wir folgenden Extremfall: Ist X;; = X/, so geniigt es,

X1 zur Beschreibung von Y7 zu benutzen. Auch wenn zum Beispiel ,3;.‘ = ﬂ;ﬁ = 0,5
gilt, so wird der Lasso-Schitzer eher 5{‘ j = 1, é/{‘,j’ ~ 0 liefern, damit ﬁf moglichst
wenige Nicht-Null-Komponenten besitzt. Beim Ridge-Schitzer hingegen wire ﬁf = 0,5,
ﬁfj, ~ 0,5, da dann 0,52 + 0,52 = 0,5 < 1 = 12 + 0% und somit der Bestrafungsterm
JR einen geringeren Wert liefert. Eine Korrektur des Verhaltens des Lasso-Schiitzers bei

stark korrelierten Komponenten von X kann daher durch eine Kombination von Ridge- und
Lasso-Schitzer erreicht werden:

Definition 2.46 (Elastisches Netz)
Seir > 0,a € (0, 1). Fir B = (Bo, ..., Ba) € R4 sei JEN(B) = Z‘jzl{aw + (1 —
o) ,3]2.}. Der Schitzer

BE 1= arg min | Ru(B) + 2V (8)]
ﬂe]Rd“

hei3t Elastisches-Netz-Schdtzer (engl. elastic net). ¢

Der Name leitet sich aus der Form der durch JEV erzeugten Nebenbedingung ab, die
Bestrafungen zwischen der || - ||{- und der | - [|2-Norm fiir 8 vorsieht. Es gibt mannigfaltige
Modifikationen des Lasso-Schitzers und darauf aufbauende statistische Methoden, um die
Nicht-Null-Komponenten von 8* mit noch geringerem Fehler zu ermitteln (vgl. [12] fiir
einen Uberblick).

2.5 Ubungen

1. Begriinden Sie, warum > = %XTX mit X auf Lemma 2.19 stets positiv semidefinit ist.
Zeigen Sie, dass 3 sogar positiv definitist, wenn d 4+ 1 < n giltund X Lyvones )~(d+ 1 linear
unabhéngig sind.

2. Leiten Sie die explizite Formel fiir den Ridge-Schitzer in Gl.(2.11) aus der Definition
her.

3. Implementieren Sie den KQ-, Ridge- und Lasso-Algorithmus und wenden Sie diese auf
Trainingsdaten aus den Beispielen 2.14 und 2.15 fiir verschiedene d > 5 an.
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Liegt ein Klassifikationsproblem mit K € N, K > 2 Klassen vor, so sind Trainingsdaten
(X, Y)) 1'ISlIE”(X’Y),i =1,...,ngegebenmit X; € X = R4 undY; e Y ={1,...,K}. Zur
Bewertung von Entscheidungsregeln nutzen wir die 0—1-Verlustfunktion L(y, s) = 1{yxy).

In diesem Fall ist jede Abbildung f* : X — ) mit

ff(x) € argmax P(Y =k|X =x), xe€ X 3.1
kefl,..., K}

Bayes-Regel (vgl. Bemerkung 1.3). Die Bayes-Regel f* ist auf den Punkten x € X" nicht

eindeutig festgelegt, bei welchen mehr als ein k € {1, ..., K} Maximierer in GI.(3.1) ist.
Alle Punkte dieser Art sind gegeben durch die Menge

* o, *
Ur:= U Ukl,kz’
ki,kae{l,...,K} k1 #ko

wobei

Die Beschreibung einer Theorie, welche auch die Punkte x € U™ mit einschlieBt, ist auf-
wendig; wir werden daher in diesem Buch eine Vereinfachung vornehmen. Im Folgenden
nehmen wir stets an, dass

P(X e U*) =0, (3.2)
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d.h., wir gehen davon aus, dass fiir jede Beobachtung (fast sicher) eine eindeutige ,,beste
Klasse* existiert und die Bayes-Regel f* wie im Regressionsfall PX-f s. eindeutig bestimmt
ist. Gl. (3.2) wird in den besprochenen Modellen entweder implizit vorausgesetzt (durch kon-
krete Vorgabe der Verteilung von X gegeben Y wie zum Beispiel in Modellannahme 4.1)
oder fiir theoretische Aussagen explizit gefordert (wie zum Beispiel in Satz 4.48, Gl. (4.54)).
Ist X stetig verteilt, so entspricht Gl. (3.2) der Annahme, dass U* eine Lebesgue-Nullmenge
ist. Anschaulich kann man sich U* dann als eine hochstens (d — 1)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit von R vorstellen; ist X = R?, so entspricht U* also einer Menge von
Kurven im Raum R2,

3.1 Entscheidungsregionen, -rander und
Diskriminantenfunktionen

3.1.1 Entscheidungsregionen und Entscheidungsrander

Bei Klassifikationsproblemen induziert jede Entscheidungsregel f eine Aufteilung des
Raumes & in Bereiche (sogenannte Entscheidungsregionen), welche alle Punkte x € X
beinhalten, die f der gleichen Klasse zuordnet. Wir formalisieren dies in der folgenden
Definition. Es bezeichne d A den Rand einer Menge A C & (d.h. relativ zu X).

Definition 3.1
Sei f : X — ) eine beliebige Entscheidungsregel und f* eine Bayes-Regel. Fiir k €
{1, ..., K} nennen wir

Q= U(f) = {x e X: f(x) = k) 3.3)

von f induzierte Entscheidungsregionen (engl. decision regions) und 02y Entscheidungs-
rinder (engl. decision boundaries) fiir die Klasse k. Im Falle f = f* nennen wir
QF 1= Q(f*) bzw. 9Q} optimale Entscheidungsregionen bzw. optimale Entscheidungs-
réinder. ¢

Ein Beispiel fiir mogliche optimale Entscheidungsregionen und die zugehorigen Entschei-
dungsrinder im Falle X = [0, 112 und K = 2 ist in Abb.3.1 zu sehen.

Fiir den Bayes-Fehler kann in diesem Zusammenhang folgende Aussage formuliert
werden.

Lemma 3.2 Der Bayes-Fehler ist

K
R(f*) =Y P(X ¢ QY = P = k).
k=1
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Abb. 3.1 Beispiel fiir
mogliche optimale X=[0,1?
Entscheidungsregionen und die 1
zugehorigen

Entscheidungsrinder

O ={zreX: f'(x)=1}

Beweis Es gilt

K
R(f*) =P(Y # f*(X)) = ) Pk # f*OOY = OPY = k)

k=1

K
=) P(X ¢ QY = OP(Y = k),
k=1
wobei die zweite Gleichheit aus dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit folgt.

Es gibt eine natiirliche Beziehung zwischen den Entscheidungsrindern und den Punkten
aus U*, auf welchen f* nicht eindeutig festgelegt ist. Der Entscheidungsrand 9Q, N 9€2;;,
enthilt die Punkte x, bei welchen die Bayes-Regel f* von einem Funktionswert k| in einen
anderen k; iibergeht. Falls die Abbildung x +— P(Y = k|X = x) stetig ist (dies wird in
den meisten Modellannahmen implizit angenommen), kann ein solcher Ubergang kann nur
stattfinden, wenn x € U ,j‘l ko liegt, d. h., wenn es bei x mehr als einen Maximierer in Gl. (3.1)
gibt. In diesem Sinne gilt anschaulich

SR N0, = Uf 4, “ (3.4)

In pathologischen Sonderfillen gilt diese Gleichheit nicht strikt mathematisch, in den meis-
ten praktischen Situationen ist dies allerdings nicht von Belang.

GI. (3.4) in Verbindung mit der Stetigkeitsannahme an x — P(Y = k|X = x) bedeutet,
dass es fiir einen Algorithmus fn gerade fiir Argumente x € X in der Nihe der optimalen
Entscheidungsrinder sehr schwierig ist, die Bayes-Regel f* korrekt zu schitzen.
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3.1.2 Formulierung der Bayes-Regel mittels Diskriminantenfunktionen

Isth : [0, 1] x X — R eine beliebige Funktion, die strikt monoton wachsend in ihrer ersten
Komponente ist, so ist Gl. (3.1) dquivalent zu
f*(x) € arg max & (x), §i(x) = h(P(Y = k|X = x), x). (3.5)
kefl,...,K}
Die Darstellung wird hiufig als Hilfsmittel genutzt, um Modellannahmen an f* leichter for-
mulieren oder Entscheidungsregeln f leichter definieren zu konnen. Erlauben Funktionen

8,’:, k=1,..., K die obige Darstellung, so spricht man von optimalen Diskriminantenfunk-
tionen.

Definition 3.3

Sei f : X — ) eine beliebige Entscheidungsregel, € ihre Entscheidungsregionen und f*
die Bayes-Regel. Die Abbildungen §; : X — R (k = 1,..., K) heilen Diskriminanten-
funktionen fiir f (engl. discriminant functions), falls

.....

bzw. dquivalent dazu

f(x) = arg max &(x), k=1,...,K. (3.6)
ke(l,... K}
Ist f = f*, soheilen 6] = &y optimale Diskriminantenfunktionen. ¢

Wir geben nun ein weiteres wichtiges (von §{(x) = P(Y = y|X = x) verschiedenes)
Beispiel fiir optimale Diskriminantenfunktionen.

Lemma 3.4 Besitzt PX-Y cine Wahrscheinlichkeitsdichte gx.y bzgl. des Produkts des

Lebesguemales auf R4 mit dem ZihlmaB auf {1,..., K} undist m; := P(Y = k) sowie
grk(x) = gx+ix’k) die bedingte Dichte von X gegeben Y = k, so gilt: Die Funktionen

S =gk -k, k=1,....K
sind optimale Diskriminantenfunktionen.

Beweis Es bezeichne gx die Dichte von X bzgl. des Lebesgue-MaBes auf R?. Aufgrund
des Satzes von Bayes gilt fiir die optimale Diskriminantenfunktion P(Y = k|X = x):

P(Y = k|X = x) = gx.,y(x, k) _ gxjy=k(x) - P(Y =k) _ gk (X))
gx(x) gx(x) gx(x)

Multiplikation mit gy (x) ist eine monotone Funktion in k, daher folgt die Behauptung.
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Damit haben wir gesehen: Modellannahmen an f* konnen formuliert werden durch

e Annahmen an P(Y = k|X = x) aufgrund der Darstellung in Gl. (3.1),
e (grafische) Annahmen an die Entscheidungsregionen 7,
e Annahmen an die bedingten Dichten g aufgrund von Lemma 3.4.

3.2  Formulierung von Algorithmen und Berechnung des Excess
Bayes Risks

Sind Trainingsdaten (X;, ¥;),i = 1, ..., n gegeben, so verlagert sich die Bestimmung eines
Algorithmus fn fiir f* auf das Finden von Schitzern <§,,’ « filir optimale Diskriminantenfunk-
tionen 6. Sind solche Schiitzer verfiigbar, so ist gemif Gl.(3.6) durch

fu(x) ;€ arg max 8,4 (x), xe€X (3.7)
ke{l,...,K}

ein Algorithmus gegeben. Wir werden in den Abschn.4.1, 4.2 und Kap. 5 einige Beispiele
fiir S,,,k und deren Ermittlung sehen.

Um das Excess Bayes Risk von fn zu berechnen, wird dann eine Moglichkeit bendtigt,
Aussagen iiber die Qualitét von Sn,k in Hinsicht auf die Schitzung von §; auf R( f,,) —R(f
zu iibertragen. In diesem Buch werden wir das Excess Bayes Risk von Klassifikationsal-
gorithmen der Ubersichtlichkeit halber nur fiir den Fall von K = 2 Klassen diskutieren
(auch wenn diese fiir mehr als zwei Klassen anwendbar sind); es ist naheliegend, dass sich
zumindest die Konvergenzrate fiir mehr als zwei Klassen nicht substanziell @ndert.

Maoglichkeit 1
Im Falle von K = 2 Klassen hat f* die vereinfachte Darstellung

. L n) =3, .
fF(x) = arg max n(x) = 1 mit n(x) :=PY =k|X = x). (3.8)
ke{1,2} 2, nx) < 3

Falls (z.B. durch monotone Transformationen von S,,,k) diese Darstellung auch fiir fn
erreicht werden kann, d. h.

A _ 19 ﬁ(x) Z
Jan(x) = {2, ﬁ(x) -

1

2 )

1

2 b

mit einer geeigneten Funktion 7 abhingig von den Trainingsdaten, und ist 7 ein Schétzer
fiir n, so kann mittels des folgenden Lemmas eine Aussage iiber R(f,;) — R(f™) aus einer

Aussage iiber E|7(X) — n(X)| abgeleitet werden:
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Lemma 3.5 SeiY = {1, 2}, und sei L(y, s) = 1{yy) die 0-1-Verlustfunktion. Sei n(x) :=
P(Y =1|X =x).Ist f : X — Y eine Entscheidungsregel der Form

1
fx) = =2
, <3
mit einem geeigneten m : X — [0, 1], so gilt
R(f) — R(f*) <2E|m(X) — n(X)|. (3.9

Beweis Es gilt

R(f) = RN =P(f(X) #Y) —P(f*(X) # Y) =E[P(f(X) # Y|X)
- P(f*(X) # Y[1X)]. (3.10)
Wegen Y € Y = {1, 2} folgt
P(f(X) #Y|X) = P(f*(X) # Y|X)
= Z {P(F(X) #k, Y =k|X) —P(f*(X) #k, Y =k|X)}

k=12

= {Lirxzn — Loz |- P =k|X)
k=1,2

= {Lrao2n — Lisscozn} - 0G0 + {Lrao22 — Loz ) - (1= n(X)).

Da f(X) € {1, 2}, gilt 1 r(x)21} = f(X) — 1und 1{fx)22; = 2 — f(X). Damit erhalten
wir:

P(f(X) #YIX) —P(f*(X) # Y1X)
={f(X) = fFOOMX) + {f*(X) — fCOIA —n(X)

_z(n(X>——) LF(X) = f*(X))

Fiir x € X gilt f(x) — f*(x) € {—1,0, 1}. Es gilt auBerdem

1 1
fO-f0=0 = f0=2 & 10<3 < 160-;5<0

Daher folgt

1
P(F(X) # YIX) = B0 # Y1X) = 2000 = 3| Lyoozpa. G
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Im Falle f(X) # f*(X) konnen zwei Moglichkeiten auftreten:

o fX) =1 "0 =2=n(X) <3 =mX) = [n00 - 3| < [n(X) —mX)|
o fX) =210 =1=2n(X) =5 >mX) =100~ 3| < [n(X) —mX)]

Daher folgt aus GI. (3.11):
P(f(X) # Y|X) — P(f*(X) # Y|X) <2[n(X) — m(X)|

Einsetzen in GI. (3.10) liefert die Behauptung.

Bemerkung Auf die rechte Seite von Gl.(3.9) kann die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(E|Z| < E[Z3]Y/2 fiir reellwertige Zufallsvariablen Z) angewandt werden, um Resultate
fiir den mean squared error von 7 nutzen zu konnen.

Mboglichkeit 2
Wir haben in Lemma 3.4 gesehen, dass f* unter geeigneten Annahmen auch die Darstellung
7 (x) = arg max ng(x), mit 9k (x) = meg(x) (3.12)
ke{1,2)

besitzt. Falls (z.B. durch monotone Transformationen von 3,1, ) diese Darstellung auch fiir
fn erreicht werden kann, d. h.

fu(x) = arg max i (x),
ke{l1,2)

mit Schitzern 7 fiir ng, so gibt es auch hier eine Aussage iiber das Risiko von f,, in
Abhingigkeit von Aussagen iiber 7:

Lemma 3.6 Sei ) = {1, 2}, und sei L(y, s) = 1{yx,) die 0-1-Verlustfunktion. Ist f(x) =
arg maxye(; oy Mk (x) mit Abbildungen my : X — [0, 00) (k € {1, 2}), so folgt

me(X)  me(X)
gX)  gXx) TV

R(f)-=R(fH<2) E

k=1,2

(3.13)

wobei 0 (x) := mrgr(x) und g die Lebesgue-Dichte von X bezeichnet.

Beweis Definiere m(x) := #(fn)z(x) Dann gilt fiir alle x € X:

= m@x)=2mkx) = fx) =1,

N =

m(x) >
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d.h., f hat die Struktur aus Lemma 3.5. Nach dem Satz von Bayes und dem Satz von
der totalen Wahrscheir.llichkeit gilt n(x) =P =1|X =x) = m(;’)‘T(xn)z(x) und g(x) =
n1(x) + n2(x). Daher ist

2y =)+ - )
m—n=—|———:(m; — — (2 —m2) |.
n ¢Lm; +my 1—m my + my n2 2
Es folgt
|m_n|§}m1—m‘+‘mz—nz‘.
8 8

Anwendung von Lemma 3.5 liefert die Behauptung.

Bemerkung Auf die rechte Seite von Gl. (3.13) kann die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
angewandt werden, um Resultate iiber den mean squared error von 7 nutzen zu konnen.

3.3 Bestimmung von Algorithmen durch L6sen von
Optimierungsproblemen

Hier untersuchen wir, wie der Standardansatz aus Bemerkung1.14 zur Ermittlung von
Algorithmen fn genutzt werden kann. Wir erkldren dies im Falle von K = 2 Klassen
und Klassenmenge )V = {—1, +1}. Viele komplexere Algorithmen wie beispielsweise die
Support Vector Machine (vgl. Abschn.4.4) oder das Boosting (vgl. Abschn.6.5) konnen
als Anwendung dieses Ansatzes aufgefasst werden. Die Einschrinkung auf zwei Klassen
bedeutet in der Praxis keine Einschrinkung; in Abschn. 3.4 wird gezeigt, wie aus Algo-
rithmen fiir Zwei-Klassen-Probleme Algorithmen fiir Mehr-Klassen-Probleme gewonnen
werden konnen.
In seiner Grundformulierung lautet der Ansatz aus Bemerkung 1.14:

. A . | «
fuargmin Ry(f). Ra(f) =~ Lyvizrxo), (3.14)
fE]'— i=1

wobei F C {f : X — ) messbar} eine geeignete Funktionenklasse ist. Haufig ist dabei
die Funktionenklasse grafisch motiviert, d. h., man erwartet, dass f € F dquivalent zu der
Annahme ist, dass die zu f gehorigen Entscheidungsrinder die Form

Q) =[x € X : 8(x) =0} (3.15)

mit§ € F C {6 : X — R messbar} besitzen.
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Beispiel 3.7 Sollen die Entscheidungsrinder eine lineare Form besitzen, so muss
F=1{5:X—R|Es gibt 8 € Rd,ﬂo € R, sodass fiirallex € X : 8(x) = BT x + Bo}

gewihlt werden.

Wegen Gl. (3.15) gilt

1, z=>0,
(3.16)
-1, z<0,

f(x) =sign(é(x)),  sign(z) := i

d.h., die Funktion § ,,erweitert den Wertebereich von f sinnvoll auf den gesamten Raum R.
Andererseits besitzt § dann auch automatisch eine Interpretation als Diskriminantenfunktion
von f, denn mit der Setzung &1 (x) := §(x), §_1(x) := 0 gilt:

f(x) = arg max &k (x)
ke{—1,+1)

Auch fiir sehr kleine Klassen F ist eine Berechnung des Minimierers aus Gl. (3.14) auf
dem Computer oft nicht effizient moglich. Der Grund ist die fehlende Konvexitit der 0—
1-Verlustfunktion L und der diskrete Wertebereich von f. Im Folgenden zeigen wir, wie
das Optimierungsproblem niherungsweise gelost werden kann, indem wir die einzelnen
Bestandteile schrittweise durch dhnliche GroBen ersetzen.

e Schritt 1: Der diskrete Wertebereich von f kann vermieden werden, indem wir f durch
das zugehorige § ersetzen. Eine Approximation von Gl. (3.14) kann dann erhalten werden
durch

fu(x) =sign(8,(x), x e X,

wobei

n
8, € arg min R,(8),  R,(8) = lZ Ly, 5} (3.17)
seF o
e Schritt 2: Durch die oben getitigte Anderung ist die Verlustfunktion L(y, s) = L{yzs)
kein addquates MaB fiir die Messung der Ungleichheit zwischen Y; € ) und §(X;) €
R mehr. Stattdessen driickt —Y; - §(X;) nun mit seinem Vorzeichen aus, ob Y; richtig
klassifiziert wurde. Die abgewandelte Verlustfunktion Lo(y, s) = 1{_ys>0y erfiillt

L(y,s) = 1{yxs) = L—ys>0y = Lo(y,s), y,s €,

und stellt damit eine Erweiterung von L dar, die auch fiir Werte s € R eine korrekte
Bestrafung vornimmt. Das Optimierungsproblem in Gl. (3.17) wandelt sich zu

. . . 1 «
8, € arg min R%(5),  RY(8) = - ZLO(Y,', 8(X)). (3.18)
seF n i=1
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e Schritt 3: Da Lo nicht stetig ist, sind auch Optimierungsprobleme der Form GI. (3.18)

noch schwer 16sbar. Wir werden sehen, dass viele anschaulich motivierte und tiber die
Zeit entstandene Algorithmen anstelle von L eine Approximation L von Ly als Verlust-
funktion verwenden, die stetig und konvex in s € R ist. Die Konvexitit von L garantiert
hierbei die Existenz eindeutiger Minimierer, und die Theorie konvexer Optimierungs-
probleme liefert effiziente Berechnungsmoglichkeiten fiir 8, in GL. (3.18).
Im Kontext von Gl. (3.16) und der Interpretation von § als optimale Diskriminantenfunk-
tion entsprechen grof3e (positive oder negative) Werte von §(x) anschaulich der Vorstel-
lung, dass die fiir f(x) getroffene Entscheidung sehr ,,sicher* ist. Ist diese Entscheidung
falsch, so sollte sie sehr stark bestraft werden. Die bereits oben identifizierten Terme
—Y;8(X;) geben somit ein sinnvolles MaB an, wie ,,schlecht eine Entscheidung mittels
8 war, denn: —Y;8(X;) ist groB, falls sich § bei X; mit hoher Sicherheit fiir die falsche
Klasse entschieden hat, und klein, falls sich § bei X; mit hoher Sicherheit fiir die korrekte
Klasse entschieden hat. Fiir L ergibt sich damit auf natiirliche Weise die Form

L(y,s) = ¢(=y-s),

wobei ¢ : R — [0, 0o) eine nichtnegative, monoton wachsende und konvexe Funktion
ist, und das Optimierungsproblem in Gl. (3.18) wird wie in Bemerkung 3.8 angenihert.

Bemerkung 3.8 (Standardvorgehen zur Ermittlung von fn) IstL :Y xR > R,
i(y, s) = ¢(—ys) mit einer nichtnegativen monoton wachsenden, konvexen Funktion
¢ : R — [0,00)und Y = {—1, +1}, so wihle

. - . I -
Sy € arg min Ry(8),  Ru(®) =~ LY. 8(X)) (3.19)
seF e

und setze fn(x) = sign(én(x)), x e X.

In diesem Buch werden wir zum Beispiel folgende Funktionen ¢ betrachten:

Phinge(z) = (1 — Z)+7 Gexp(2) = e, Plog(z) = log(1 + %)

Nicht jede Wahl von ¢ in Bemerkung 3.8 fiihrt jedoch zu einem sinnvollen Algorithmus
fn. Durch die Formulierung in Gl. (3.19) diirfen wir erwarten, dass 3,, ~ §*, wobei

8* e arg min R(8),  R(8) := EL(Y, 8(X)).
seF

Damit folgt ﬁ, = sign(g,,) ~ sign(§*). Die Konvergenz fn — f*(n — o00) kann dann nur
gelten, wenn f* = sign(8*) gilt.
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Definition 3.9 (Kalibrierungsbedingung (K1))
Eine Verlustfunktion L(y, s) = ¢ (—ys) erfiillt die Kalibrierungsbedingung, wenn

8*:e argmin R(), R@):=EL(Y,5(X))
8:X—R messbar

erfiillt:
ff(x) =sign(6*(x)), xe kX (3.20)

¢

Das folgende Resultat erleichtert die Verifikation von (K1), indem eine explizite Formel fiir
8* in Abhingigkeit der GroBe n(x) = P(Y = 1|X = x) vorgegeben wird.

Lemma 3.10 Sei ¢ : R — [0, 0o) nichtnegativ, monoton nichtfallend und messbar. Sei

Dy(2) ==+ o)A —1n)

und A := {n € [0,1] : z — ®,(z) hat einen eindeutigen globalen Minimierer}. Jede
Funktion 8% € arg ming. yv_, g messbar R(8) ist dann auf {x : n(x) € A} PX-fs. eindeutig
bestimmt und gegeben durch

§*(x) = arg min ®,y)(z), x€X.
zeR

Beweis Es gilt
R(8) = E¢(—Y8(X)) = E[E[¢(—Y8(X))|X]]
= E[¢p(=8(X)PY = 1|X) + ¢ (S(X)P(Y = —1]X)]
= / {p(=8CNPY = 11X = x) +¢ () PY = —1|1X = x) } dP¥(x)
——
=7(x) =1-n(x)

= / D) (8(x)) dP¥ +/ D) (8(x)) dP¥
{xim(x)eA} {x:n(x)eAc)

Da die Werte von §* auf {x : n(x) € A} und {x : n(x) € A€} unabhingig voneinander
gewihlt werden konnen, diirfen die Integrale getrennt minimiert werden. Das erste Inte-
gral wird PX-f.s. eindeutig durch die angegebene Funktion 8* minimiert, da der Integrand
punktweise minimiert wird.

Oft ist A = (0, 1), d.h., es miissen formal die Punkte x mit n(x) = 1 und n(x) = 0
ausgeschlossen werden. Ist beispielsweise ¢ stetig differenzierbar, so erfiillt §* auf {x :

X ; ; ¢ () _ nx)
n(x) € A} P*-f.s. die Gleichung ) — T
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Es muss dann jeweils anhand der konkreten Wahl von ¢ gepriift werden, ob (K1) erfiillt
ist. Wir werden dies erst tun, wenn ein konkretes ¢ vorliegt. Fiir ¢ninge diskutieren wir dies
in Lemma 4.46, fiir ¢exp und ¢10 in Lemma 6.42.

Berechnung des Excess Bayes Risks

Fiir den Minimierer 8, von GI.(3.19) erhilt man mittels statistischer Methoden typischer-
weise eine Formel fiir den Ausdruck E(g,,) — 15(8*). Damit eine Rate fiir das Excess Bayes
Risk R( f,,) — R(f™) von fn daraus ermittelt werden kann, benotigen wir:

(K2) Risikoiibertragungsformel: Es gibt eine Ungleichung, die fiir jedes messbare § : X —
R und das zugehorige f = sign(8) : X — ) die GroBe R(f) — R(f*) nach oben
durch R(8) — R(8*) abschiitzt.

Wir zeigen nun einige Sitze, welche uns fiir verschiedene ¢ eine solche Formel liefern. Wir
nutzen dafiir eine durch [8] inspirierte Darstellung. In [41] wird folgendes Lemma gezeigt:

Lemma 3.11 Ist ¢ : R — [0, co) eine nichtnegative, monoton wachsende und konvexe
Funktion und gibt es Konstanten ¢ > 0, s > 1 so dass fiir alle n € [0, 1] gilt:

S

——n| <c*A—=H®@m), H®:= 32]1{3 @, (2) (321

1
2

(®,(z) aus Lemma 3.10), so gilt fiir jedes messbare § : X — Rund f := sign(d):

R(f) — R(f*) < 2c(R(8) — R(8*)'/*

Der Beweis nutzt die Darstellung aus GI.(3.11) und verwendet dann die Voraussetzung
GL. (3.21). Man kann zeigen (vgl. [8, nach Lemma 4]), dass ¢exp und ¢1og die Voraussetzung
Gl. 3.21) mits =2undc = /2 erfiillen und ®hinge dies mits = lund ¢ = % (vgl. Lemma
4.46) erfiillt.

Durch Analyse der Konvergenzraten in der Praxis sowie theoretische Aussagen iiber die
bestmdglichen Konvergenzraten wurde entdeckt, dass die Abschidtzungen aus Lemma 3.11
in vielen (aber nicht allen) Féllen schlechte obere Schranken liefern. Diese Fille, in welchen
die Abschitzung verbessert werden kann, werden durch folgende Bedingung charakterisiert
(vgl. [3, 33]):

Definition 3.12 (Low-noise condition)
Gibtes o € [0, 1], 8 > 0, so dass fiir alle messbaren f : X — ) gilt:

P(f(X) # f5(X) = BR(f) — R(f*)Y, (3.22)

so erfiillt die Verteilung von (X, Y) die low-noise condition. ¢
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Offensichtlich erfiillt jede Verteilung die low-noise condition mit « = 0, § = 1. In [3,
Lemma 5] wird eine anschaulich leichter verstindliche Charakterisierung gezeigt:

Lemma 3.13 Die Bedingung GI.(3.22) mit & € [0, 1), 8 > 0 ist dquivalent zu: Es gibt
eine Konstante ¢’ > 0, so dass fiir alle &£ > 0 gilt:

IP(O < [nx) - %| < a) < (eta

Im Falle o = 1 ist GI. (3.22) dquivalent zu

P(0 < In(x) — » gi)zo
2 28

Die low-noise condition charakterisiert also das Verhalten der Wahrscheinlichkeit n(x) =
P(Y = 1|X = x). Ist fiir ein x € X der Wert 5n(x) nahe bei %, so ist die Auswahl der
korrekten Klasse schwierig. Die Wahrscheinlichkeit der Menge {0 < [n(X) — | < &}
misst, wie hiufig solche ,,schwierigen Entscheidungen® im gegebenen Problem betrachtet
werden miissen. Im Extremfall @« = 1 hat n(x) stets einen positiven Abstand von mindestens
Ll

Gilt Gl.(3.22), so erhalten wir eine bessere obere Schranke fiir R(f) — R(f*) (vgl. [3,
Theorem 3]):

Lemma 3.14 Ist ¢ wie in Lemma 3.11 mit Konstanten ¢ > 0, s > 1 und gibt es Konstanten
a € [0, 1], B > 0, so dass GI. (3.22) erfiillt ist, so gilt fiir jedes messbare § : X — R und

f = sign(§):

25¢

ﬁl—s

i
R(f) — R(f*) < ( (R(S) _ R(5*))) S—sata

Wihrend fiir ¢ = ¢ninge mit s = 1 keine Verbesserung moglich ist, verbessert sich der
Exponent fiir ¢ € {Pexp, Plog} von % (mit « = 0) zu 1 (mit « = 1). Es zeigt sich, dass
die Annahme der low-noise condition notig sein kann, um schnellere Konvergenzraten des
Excess Bayes Risks nachweisen zu konnen.

Mit Lemma 3.14 kann jedoch keine Verbesserung der Konvergenzrate des Excess Bayes
Risks in Hinsicht auf die Beziehung zwischen Dimension d der X; und der Anzahl n der
Trainingsdaten erreicht werden, da dieser Zusammenhang bereits komplett in R (3,,) —R (8
enthalten ist und durch Potenzieren nicht verdndert wird.
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34 Reduktion von Mehr-Klassen-Problemen

Grundsitzlich konnen Probleme mit K > 2 auch mit Klassifizierern von Zwei-Klassen-
Problemen gelost werden. Hier gehen wir davon aus, dass diese fiir Probleme mit Klassen
Y = {—1, +1} konstruiert wurden. Wir stellen zwei populére Strategien vor.

Bemerkung 3.15 (Reduktion von Mehr-Klassen-Problemen) Gegeben seien Trainings-
daten (X;,Y;),i = 1,...,nmitY; € Y = {1,..., K}. Dann konnen Mehr-Klassen-
Probleme wie folgt mittels Klassifizierern fiir Zwei-Klassen Probleme gelost werden:

(i) ,One-vs.-rest‘-Strategie: Vergleiche fiir ein festes x € X jeweils die Trainingsdaten
einer Klasse « mit den restlichen Daten aller anderen Klassen. Mittels der Diskrimi-
nantenfunktion an der Stelle x erhalten wir ein Maf3, wie wahrscheinlich die Klasse «

fiir x im Gegensatz zu allen anderen Klassen ist. Formal: Fiirk = 1, ..., K, definiere
~ 1, Y, =«,
Yl(K) = l
-1, Y; #«.
Bestimme einen Klassifizierer fn('() bzw. Diskriminantenfunktionen 3,?() k=-1,1),
basierend auf (X;, I?i('()), i =1, ...,n. Definiere damit den Klassifizierer

fu(x) ;= arg max SfK)(x).
ke(l,..., K}
Fiirein x € X wird also die Klasse x ausgewihlt, welche beim gleichzeitigen Vergleich
mit allen anderen moglichen Klassen die hochste Diskriminantenfunktion Si'()(x)
besitzt.
(i) ,One-vs.-one‘-Strategie: Fiir {x, k} C {1, ..., K} (k # k) bestimme einen Klassifizie-
rer fAn{K’k} basierend auf (X;, Y;),i € {s € {1,...,n}: Yy € {«, k}}. Setze

fu(x) = arg max #{k € (1,..., K} : fF (x) = «). (3.23)
ke{l,...,K}

Diese Technik nennt man auch majority vote — fiir ein x € X wird die Klasse « aus-
gewihlt, welche sich durch Vergleich mittels der Klassifizierer f,f ’k(x) am hiufigsten
gegen jede andere Klasse k durchsetzt. Dieser Ansatz kann noch verfeinert werden,
wenn man statt der reinen Anzahl der Entscheidungen fiir Klasse « in Gl.(3.23) mit
Diskriminantenfunktionen arbeitet.

Falls K relativ groB ist, hat die One-vs.-one-Strategie einen wichtigen Vorteil in der Praxis:
Fiir die Ermittlung der Klassifizierer f,f'(’k} wird jeweils nur ein Teil der Trainingsdaten
benutzt. Falls die Berechnung eines Klassifizierers basierend auf n Trainingsdaten mehr
als ¢ - n Rechenschritte benétigt (¢ > 0 eine Konstante), spart man durch diese Strategie
Rechenzeit.
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Im Folgenden betrachten wir Klassifizierungsprobleme mit K Klassen, d.h., es liegen Trai-
iid .

ningsdaten (X;,Y;) ~ PXY i = [, nvormitX; e X =R und Y, € Y =

{1,..., K}. Zur Bewertung von Entscheidungsregeln nutzen wir die 0-1-Verlustfunktion

L(y,s) = l{y+). In diesem Fall erfiillt die Bayes-Regel (vgl. Bemerkung 1.3):

ff(x) € argmax P(Y =k|X =x), xeX
ke{l,... K}

4.1 Lineare und quadratische Diskriminantenanalyse (LDA)

Bei der Diskriminantenanalyse nehmen wir an, dass die Beobachtungen X aus jeder Klasse
Y = k normalverteilt sind mit verschiedenen Mittelwerten und Kovarianzmatrizen. Wie wir
sehen werden, fiihrt dies zu optimalen Diskriminantenfunktionen, die lineare oder quadra-
tische Funktionen in x sind, was den Namen der Methode erklirt.
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4.1.1 Modellannahme und Algorithmus

Modellannahme 4.1 (Diskriminantenanalyse) Es seien u; € RY, ¥; € R?*¢ symme-
trisch positiv definit (k = 1, ..., K). Es gelte

XY =k) ~N(Quk, Z) k=1,...,K),

d.h., fiir die bedingte Dichte g; von X gegeben Y = k gilt:

1 1 _
gk(x) = (27T)d/2 det(Zk)]/z €Xp (_E(x - l“l'k)TEk l(x - Mk))

Es sei my := P(Y = k). Damit kbnnen wir eine spezielle Wahl der optimalen Diskrimi-
nantenfunktionen in diesem Modell ausdriicken:

Lemma 4.2
(i) Die Abbildungen

1 1 _ _ 1 _
8p(x) := -3 log det(Zy) — ExTEk x +xTZk Ve — E/L,{Ek Yok + log g

sind optimale Diskriminantenfunktionen.
(i) Gilt =y = = e R¥ firallek =1, ..., K, so sind

1
8 (x) := Ty — E/LZE_llLk + log 7k
optimale Diskriminantenfunktionen.

Beweis
(i) In obigem Modell gilt:

d 1 1 _ _
loglgk (x)mi] = —5 log(2m) — 5 logdet(Zy) — ExTEk 'y + xTEk ],uk

— l/LT = 41
> P 2k Mk + log g
Dalog(-)+ % log(27) eine monoton wachsende Funktion ist, folgt die erste Behauptung
mit Lemma 3.4.
(i) In diesem Fall kann log(-) + §log(2n) + %log det(X) + %xTZ’lx als monotone
Transformation gewihlt werden, da ¥ nicht mehr von der Klasse k abhingt.
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Weil die Diskriminantenfunktionen in diesem Modell notwendig linear bzw. quadratisch
sind, heil3t dieses Verfahren auch lineare (bzw. quadratische) Diskriminanzanalyse. Wegen
Definition 3.3 bedeutet das, dass die optimalen Entscheidungsrinder

.....

in diesem Modell die Klassen mit linearen (im Fall (i) oben) bzw. quadratischen (Fall (ii)
oben) Funktionen trennen.

Die Schitzung der optimalen Diskriminantenfunktionen erfolgt durch Schitzung der
damit verkniipften Parameter (Mittelwerte und Kovarianzmatrizen) aus den Trainingsdaten.
Die Ergebnisse von Lemma 4.2 konnen dann direkt in die Praxis {ibertragen werden, indem
man g, X und  durch Schitzer ersetzt:

Definition 4.3 (Lineare und quadratische Diskriminanzanalyse [LDA/QDAY])

Seien ny = #{i : Y; = k} Anzahl der Beobachtungen der Klasse k € {1, ..., K}. Definiere
N ng N 1 A 1 R R
Be=—, =— ) Xi Zi=— > - -
n ek e Yk
Sei
~ 1 a_ A1 A . | 1 ~
(SkQDA(x) = —ExTEk Iy +xTEk l,uk + |:10g71k — EM,{E,{ luk — Elogdet(Ek):| .

Der QDA-Klassifizierer ist definiert durch anDA (x) = arg max;¢(; K}gngA (x).

.....

Gilt zusitzlich & = ¥ € R9%4 fifrallek = 1, ..., K, so definiere

K
~ A 1A A 1A R A 1 A
8kLDA(x):xTE luk— MZE 1/Lk+10gnk, E::;E ngXg.
k=1

Der LDA-Klassifizierer ist definiert durch fnLDA (x) = arg maxke{l’__”K}g,fDA (x). ¢

Zur Veranschaulichung der Unterschiede zwischen LDA und QDA betrachten wir folgendes
Beispiel:

Beispiel 4.4 Wir betrachten K = 3 und die folgenden zwei Fille:
a) LDA-Modell mit pu; = (2,0)7, u2 = (0,2)7, u3 = (2,2)7 und £ = 0,2 - 2,

b) QDA-Modell mit u; = (0, D7, uo = 0, -7, u3 = B, 07 und =; = %, =
diag(2,0,2), £3 = diag(0,2, 2).
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Im Folgenden betrachten wir jeweils n = 150 Trainingsdaten, wobei n1 = ny = n3 = 50
Trainingsdaten pro Klasse vorliegen. In Abb. 4.1 und 4.2 sind jeweils typische Realisierungen
der Fille (a), (b) zu sehen sowie die Anwendung von LDA und QDA. Man kann sehen, dass
eine korrekte Spezifikation (LDA bei (a), QDA bei (b)) jeweils zu einer besseren Schitzung
der Entscheidungsregionen fiihrt.

Die Verteilungsvoraussetzung der Diskriminantenanalyse (d.h. (X|Y = k) ist normalver-
teilt) ist eine starke Einschriankung an die Verwendbarkeit der Methode in der Praxis. Sind
beispielsweise Realisierungen einer Klasse typischerweise sehr ,gro‘ und sehr ,klein‘, aber

a Trainingsdaten b LDA
° --- Entscheidungsrand geschatzt
© o © ! —— Entscheidungsrand optimal
o o o [) . e
R . % © e
© ° ? ® o
° °
oo ° o, %o o
~ ° o o N © ~
$ oo fostpe®, 4 Togpe’
& o %o o o © o
° ° °
o ° 9 °© o
%% o © o °
o o o o L
¥ - ° X - -
o o
© o
° °
° S
® % o
°
°© t0 ® o °g o
o - °®oop 000 ©
% 908
o © 000
o o
o
- - o -
T T T T T
1 0 1 2 3 1 0 1 2 3
x1 x1
c QDA

--- Entscheidungsrand geschatzt
—— Entscheidungsrand optimal

x1

Abb. 4.1 Darstellung der Klassifizierer A,,LD A und AnQDA der LDA/QDA angewandt auf die Daten
aus Beispiel 4.4(a). a Trainingsdaten. b, ¢ Anwendung von LDA/QDA; die farblichen Schattierungen
entsprechen den geschitzten Entscheidungsregionen der jeweiligen Klassen
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Abb. 4.2 Darstellung der Klassifizierer AnLD Aund fy
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der LDA/QDA angewandt auf die Daten

aus Beispiel 4.4(b). a Trainingsdaten. b, ¢ Anwendung von LDA/QDA; die farblichen Schattierungen
entsprechen den geschitzten Entscheidungsregionen der jeweiligen Klassen

nicht ,mittelgrof3‘, so kann dies nicht durch eine Normalverteilung beschrieben werden. Wir
betrachten dazu folgendes Beispiel:

Beispiel 4.5 Sei K =2.Esseien V; i.i.d. mit P(Y; = 1) =P(Y1 =2) = % und

1 1 1 1
XilY; =1) ~ EN(M’ )+ §N(M3, ), XlYi=2)~ EN(M’ %)+ EN(M’ %),
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wobei X = %szz und

e (@) (@) o) oG

In Abb.4.3 wurden n = 240 Trainingsdaten (X;, ¥;) basierend auf obigem Modell erzeugt
und fLP A anDA angewandt. Man sieht, dass beide Klassifizierer an der korrekten Zuord-
nung der Klassen scheitern.
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Abb. 4.3 Darstellung der Klassifizierer f:fD Aund AnQDA der LDA/QDA angewandt auf Trainings-

daten aus Beispiel 4.5. a Trainingsdaten. b, ¢ Anwendung von LDA/QDA; die farblichen Schattie-
rungen entsprechen den geschitzten Entscheidungsregionen der jeweiligen Klassen
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4.1.2 Theoretische Resultate

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit beschriinken wir uns hier auf Resultate fiir K = 2 Klas-
sen. Im Gegensatz zu vielen anderen Verfahren gibt es bei der LDA aufgrund der einfachen
Modellannahmen geschlossene Ausdriicke fiir den Bayes-Fehler gemif folgendem Lemma:

Lemma4.6 Sei K = 2 und gelte & = ¥ = %,. Sei T := log;—f und A = (up —
wDTS Ny — 1) (sog. Mahalanobis-Distanz). Dann gilt fiir den Bayes-Fehler:

R(f*) = @(T_A/2)+ (1_®<T—{—A/2)>
=T —\/Z ) —«/Z s

wobei ®(x) = f foo ﬁ exp (—%) dz die Verteilungsfunktion der Standardnormalvertei-
lung ist.

Beweis Sei

B 1 _ 1 _
AG) =800 =85 @) =227 —p2) = i BT+ Sy T = T

Fiir die optimalen Entscheidungsregionen gilt: Q% = {x € RY : §5(x) > 8} (x)} = {x €
R? : A(x) <0}, Qo = {x € R? : A(x) > 0}. (Insbesondere:

1
3 ={x eR: A(x) =0} = [(Z7 (w1 — p2), x — S+ ) =T}

Der optimale Entscheidungsrand ist also eine Hyperebene mit Normalenvektor

27— 12))
Lemma 3.2 impliziert

R(f*) =mP(X € QY = 1)+ mP(X € Q1]Y =2)
=mPAX) =01Y =1) + mP(AX) = 0]Y = 2).

Nun ist
[AX)|]Y =1]~N <%A -T, A) , [AX)|]Y =2]~ N (—%A -T, A) .

Daher gilt mit Z ~ N (0, 1):

IN+T IANyT
R(f*)=7T1-IP’<Z§—2\/£ )+ﬂ2'IP’<ZZ2\/£ )

dies liefert die Behauptung.
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Es bezeichne || A||> die Frobenius-Norm einer Matrix A, und A,;;, (A), Apax (A) ihren kleins-
ten bzw. groBten Eigenwert. Da 71y, fix, 2 auf Mittelwerten von i.i.d. Zufallsvariablen
basieren, gibt es eine Konstante ¢ > 0 unabhéngig von d, n mit der Eigenschaft

2

. . d ~ d
E[(7x — m)*] < —, E[uuk—uknﬁ]sa;, E[sz—zkni]y-?. (4.1)

S| o

Mittels Lemma 3.5 kann die schlechteste Rate ”il—z auf f,,QDA tibertragen werden:

Satz 4.7 Es gelte die Modellannahme aus Definition 4.1 und 773 € (0, 1), k = 1, 2. AuBBer-
dem gebe es Konstanten ¢,,, ¢, > 0 unabhingig von d, so dass ¢, > Apax (X) = Apin(X) >

cu gilt. Falls d = d, mit £ — 0, 50 ist
lim limsup P(R(£2P4) — R(f*) > c¢-dn~V?) =0,
=X p—oo

d.h., f,,QDA lernt mit Konvergenzrate dn=1/2,

Beweis D)eﬁniere nx) = P(Y = 1|X = x) = #}f&m und di(x) :=
Ak 8k (x :
ﬁlél(;)-iliﬁzé’z(X)’ wobei
. d 1 . 1 el .
8k(x) = exp ) log(2m) — 3 log det(X) — E(x — L) (e — ) |- 4.2)
Dann gilt
A - 1, di(x)>1
S,2PA(x) = arg maxdy (x) = i = 2,
k=1,2 2, di(x) < 3

denn 8, = log(dy) + log(#181 + #282) + % log(27r) ist eine monotone Transformation von

c?k. Seien T,, := (X;, Y;)i=1,....n die Trainingsdaten. Mit Lemma 3.5(i) folgt

.....

R(£2PA) — R(f*) < 2E[|d)(X) — n(X)| |T,].

Es gilt c?l(X) =S (log (g—f . %)) mitS:R— R, Skx) = H% S ist Lipschitz-stetig

mit Lipschitz-Konstante }1, daher folgt

R(£2P4) — R(f)

1 R 1 N
=5 k=21:2 [log(7k) — log(my)| + 3 k:Xl:z]E[l log(8x (X)) — log(gk (X)) IT,]. (4.3)

Fiir den restlichen Beweis sind sehr viele Resultate aus der Matrixalgebra notig, deren
ausfiihrliche Diskussion wir hier iiberspringen. Stattdessen geben wir nur einen Uber-
blick iiber die erhaltenen Zwischenresultate. Es gibt Konstanten ¢, c2 > 0 abhingig von
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Amin(21)s Amin(X2), so dass fiir jede symmetrische positiv semidefinite Matrix X € Rdxd
und k € {1, 2} gilt:
1Z—2Zkl2<c1 = tuin(Z)=>c2

Auferdem gibt es eine Konstante c3 > 0, so dass fiir jedes @ € [0, 1] und k € {1, 2} gilt:
Tk
la — | < 5 = |log(a) — log(mi)| < c3la — mi|
Definiere das Ereignis

~ Tk
A= DI < N _ < Xy
M 1 dlz et () {le =l < =)
kef1,2} ke{l,2}
Wegen (X|Y = k) ~ N(ux, i) gibt es eine Konstante c4 abhingig von Ay (Zk), Amax
(Zk), k =1, 2, sodass auf A gilt:
E[| log(gx (X)) — log(ge(X)| IT,] < E[|log(8x (X)) — log(gk(X))|* |T,1"/?
= ca {15k = Salla + ik — a2}

und damit, eingesetzt in GI. (4.3),

R(£,2P%) — R(f*)
c3 . c4 o .
=2 Y w5 2 15— Sl + I - ula] (4.4)
k=12 k=1,2

Wegen
P(R(ZPY) = R(f*) = cdn™2) = P(RGALPY) = R(F™) = cdn™"/2, 4) + P(AY),

der Markov-Ungleichung und den Abschétzungen aus Gl. (4.4) und (4.1) folgt die Behaup-
tung.

Entsprechend Satz 4.7 konnen gute Eigenschaften von anDA (und analog auch fiir fnLD 4)
nur im Falle d*> < n erwartet werden. Fiir hochdimensionale Daten mit d> > n ist die
Diskriminantenanalyse in der oben prisentierten Form nicht geeignet, um die Entschei-
dungsrinder korrekt zu schitzen.

4.2 Logistische Regression

Bei der linearen Diskriminanzanalyse haben wir gesehen, dass die optimalen Entscheidungs-
rinder durch lineare Funktionen gegeben waren. Allerdings entstand dieses Verhalten durch
eine konkrete Verteilungsannahme an die Beobachtungen in den Klassen, d.h. an X|Y = k.
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Wir zeigen hier zunichst, dass auch andere Modelle lineare optimale Entscheidungsrinder
erlauben. Fordern wir, dass die Entscheidungsrinder (stiickweise) lineare Funktionen sind,

so erwarten wir, dass ,B*(k) e R4, ,33 ® er (k=1,..., K) existieren mit
Qi={xeX: (,Bg(k) -|—xT’3*(k)> = arg max (ﬂg(j) +xT/3*(j)) . 4.5)
je{l....K}
Aufgrund Definition 3.3 kann die Annahme in GI. (4.5) auch wie folgt formuliert werden:
Die Verteilung (X, Y) muss optimale Diskriminantenfunktionen §;, k = 1, ..., K besitzen
mit

i) = B0 +xTp M xex, ke{l,... K}

Andererseits wissen wir, dass jede Funktion 2 : [0, 1] x X — R, die streng monoton
wachsend in ihrer ersten Komponente ist, durch

S x)=hPY =k|X =x),x), xeX, ke{l,...,K}
eine optimale Diskriminantenfunktion definiert. Das bedeutet, solange die Gleichung
hPY =kX =x),x) = B0 +xTp® xeXx, kell,....K} (4.6)

erfiillt ist, besitzt das Modell lineare optimale Entscheidungsrinder.
Damit durch Gl. (4.6) ein sinnvoller Ansatz beschrieben wird, muss die Funktion 4 den
gesamten Bereich der reellen Zahlen erreichen konnen. Bei der logistischen Regression wird

h(p, x) = log (m)

gewihlt, d.h., die Klassenwahrscheinlichkeiten werden entsprechend P(Y = K|X = x)
reskaliert und dann logarithmiert. Fiir die Klasse k = K ist damit Gl. (4.6) automatisch

erfiillt, wenn B &) — 0 und p*K) = 0 gesetzt wird. Der Ubersichtlichkeit halber gehen
wir aulerdem im Folgenden von ﬂ(()k) =0k=1,...,K —1)aus.

Modellannahme 4.8 (Logistische Regression) Fiir k = 1, ..., K — 1 gebe es g*® e R?

mit P(Y =k|X )
= = X
1 T m T ) = 4Tk, RY. 4.7

Og<IP’(Y:K|X:x)) X P *e “.7)

Dann sind S,’g @) =xTp Ok =1,...,K—1), S}} (x) = 0 optimale Diskriminantenfunk-
tionen.

Aus der Modellannahme folgt auch eine explizite Darstellung von P(Y = k| X = x):
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Lemma 4.9 Aquivalent zur Modellannahme Gl. (4.7) ist

T ps(k)
P(Y = k|X = x) = explx’ A7) k=1,....K—1,

1+Z L exp(xT ()’
1

1+ Y8 exp(x T g0

P(Y =K|X =x) =

Beweis Wende exp(-) auf beiden Seiten von Gl. (4.7) an und nutze Z,f: 1 P(Y =k|X =

x)=1.

Ermittlung von Schiitzern fiir é; (x) Wegen §;/(x) = xT g*® verlagert sich die Suche

von Schitzern fiir §; (x) auf die Suche geeigneter Schitzer fiir B0k =1,...,

K —1.

Ein oft verwendeter Ansatz zur Schitzung dieser Parameter ist die Maximum-Likelihood-
Methode. Zur Durchfiihrung benotigen wir zunéchst eine Darstellung der gemeinsamen
Dichte f(x1, y1,...,Xn, yn) von (X;, Y;),i = 1, ..., n in Abhingigkeit von den zu schét-
zenden Parametern und den Beobachtungen. Ist fx y die Dichte von (X, Y1) bzgl. eines
geeigneten dominierenden Mafles (vgl. Bedingungen in Lemma 3.4) und g(x) die entspre-

chende Marginaldichte von X, so folgt mit dem Satz von Bayes:
fxy(,y) =P =y|X =x)-g(x)

Da (X;, Y;) i.1.d. sind, folgt:

n
10g f (X1, Y1, -+ Xns Ya) = Y l0g fx.y (X, i)
i=1

n n
= logP(Y = y|X =x;) + Y _logg(x;)
i=1 i=1
Aufgrund der Darstellungen in Lemma 4.9 gilt:

K—1
logP(Y = y|X =x) = Z Tiy=ky 3 * Tg=® _1og | 1+ Zexp(x B*9))
j=1

K—1
—1{y=x)log <1 +y CXP(xTﬁ*(k))>

k=1

K—1 K—1
= {Z Liy=n) -xTﬂ*"‘)} —log (1 +Y eXP(xTﬂ*(k)))
k=1

k=1
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Setzen wir die Beobachtungen X;, Y; ein und ersetzen wir ﬂ*(k) durch beliebige S ® . so
erhalten wir:

log f(X1,Y1,..., Xun, Yn)

n K-2 K-2 n
=2 H > Liy—n X,Tﬂ(")} — log (1 +) CXP(X,Tﬂ(k)))i| + logg(X:)

i=1 k=0 k=0 i=1

Bei der Maximum-Likelihood-Methode wihlen wir die Parameter 81, ..., pK=D ¢ R4
aus, fiir welche die Beobachtungen X;, Y¥; am wahrscheinlichsten gewesen wiren. Die ,Wahr-
scheinlichkeit’ messen wir hierbei mittels der Dichte f(X1, Y1,..., X,, ¥,). Durch die
monotone Transformation %log f(X1,Y1,..., Xy, Yy) und durch Entfernen des additiven
Terms 2?21 log g(X;) (welcher nicht von den Parametern abhingt) werden die lokalen
Maxima von % log f(X1, Y1, ..., Xn, ¥y) in den Parametern ,3(1), e, ,B(K_l) nicht verin-
dert. Wir definieren also

n K-1 K—1
- [[Er ] sl )] o

i=1 k=1 k=1

die sogenannte Likelihood-Funktion, und maximieren diese Grofle in

6=, ..., pE-HIHT ¢ RE-DI

Definition 4.10 (Klassifizierer: Logistische Regression)

Sei
0= (BN, ... (8% € arg max L, ©0).
geR(K-Dd
Sei
Ta® =1 K—1
A X , PRI )
(SkLR(x) = p .
0, k=K
Der Logistische-Regression-Klassifizierer ist fnLR (x) = arg maxeq; K}SkLR (x). ¢
Bemerkungen
e Da(zy,...,zx-1) — —log(1+ Zfz_ll e*r) eine konkave Funktion ist, ist L (6) konkav

in 0 und besitzt daher ein globales Maximum. Es gibt allerdings keine geschlossene Dar-
stellung des Maximierers. Da@ — L(6) differenzierbar ist, kann ein globaler Maximierer
zum Beispiel mit einem Newton-Verfahren ermittelt werden.
e Mit Sitzen liber Maximum-Likelihood-Schitzer kann man zeigen, dass das Excess
Bayes Risk von fAnLR Konvergenzrate (%)1/2 besitzt, vgl. das theoretische Resultat in
Abschn.4.2.1. Nur falls d < n gilt, kann daher eine gute Qualitét von fnLR erwartet

werden.
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e Aufgrund der Form der Diskriminantenfunktionen liefert die logistische Regression in
der oben beschriebenen Variante wie die lineare Diskriminantenanalyse lineare Entschei-
dungsrénder.

Fiir den Spezialfall zweier Klassen existiert eine einfachere Form von L, (0):

Bemerkung 4.11 (Alternative Schreibweise im Fall K = 2) Mit den geinderten Klas-
senbezeichnungen )) = {—1,1} und & = B kann L,(6) im Fall K = 2 wie folgt
umgeschrieben werden (beachte: Y; € {—1, 1} und daher 1y, = %(1 + Yi)):

n

Ly©®) =) B(l +7) - X[ BO —log(1 + exp(X] ﬂ“”»] (4.9)

i=1

Damit kann die verwendete Maximum-Likelihood-Methode auch als Anwendung des Ansat-
zes aus Bemerkung 3.8 mit

F={:X>R]| Esgibtﬁ(o) e R?sodass fiir alle x € X : §(x) = xT,B(O)}

und

- 1
L(y,s):= 5(1 +y) -5 —log(1 + exp(s))

interpretiert werden, wobei L den sogenannten Kreuzentropieverlust bezeichnet. Das bedeu-
tet, fnLR lasst sich im Sinne von Abschn. 3.3 als ndherungsweiser Minimierer eines empiri-
schen Risikos interpretieren.

Beispiel 4.12 Wir betrachten die Modelle aus Beispiel 4.4 bzw. Beispiel 4.5. Anstelle der
Trainingsdaten (X;, ¥;) nutzen wir die erweiterten Trainingsdaten X i =1, X lT )T eR3
und entsprechend gk(x) = (1, x)T,é(k) (k=1,..., K — 1), um auch vom Ursprung ver-
schobene Entscheidungsrinder zulassen zu konnen. Formal dndern wir damit die Modell-
annahme, auf deren Basis wir logistische Regression durchfiihren, vgl. GI. (4.10).

In Abb. 4.4 sind die zu fnLR gehorigen Entscheidungsregionen eingetragen. Durch Ver-
gleich der Abb. 4.4 mit den Resultaten der LDA in Abb.4.1 und 4.2 kann man sehen, dass
die logistische Regression sehr stark versucht, Fehlklassifizierungen der Trainingsdaten zu
vermeiden. Der Grund ist, dass sie im Gegensatz zur LDA die Beobachtungen X; nicht als
Realisierung einer Verteilung sieht und daher nicht entsprechenden Zwangsbedingungen
durch die Form der Verteilung unterworfen ist. Die logistische Regression liefert weiterhin
lineare Entscheidungsriander und ist daher in der bisher vorgestellten Form nicht in der Lage,
kompliziertere Entscheidungsregionen korrekt zu schitzen (vgl. Abb. 4.4c).
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a Logistische Regression b Logistische Regression
! | --- Entscheidungsrand geschatzt --- Entscheidungsrand geschétzt
“ a J —— Entscheidungsrand optimal —— Entscheidungsrand optimal
A L ~ o \'r i

x2

[ Logistische Regression

| === Entscheidungsrand geschatzt

1.0

0.5
o
X

0.0

x2

-0.5

-1.0

-15

x1

Abb.4.4 Darstellung des Klassifiziers fnLR ermittelt durch logistische Regression. a angewandt auf
die Daten aus Beispiel 4.4(a); b auf die Daten aus Beispiel 4.4(b); ¢ auf die Daten aus Beispiel 4.5.
Die farblichen Schattierungen entsprechen den geschitzten Entscheidungsregionen der jeweiligen
Klassen

Wir haben die Methode der logistischen Regression mit dem Ziel hergeleitet, lineare optimale
Entscheidungsregionen und Entscheidungsrinder zu erhalten. Im Fall K = 2 beispielsweise
gilt wie eingangs motiviert

F=reX: 8T =80 =xex:xTgM >0,

d.h., die Grenze zwischen den Entscheidungsregionen Q’f und Q; muss eine lineare Funk-
tion sein. Im Unterschied zur linearen Diskriminantenanalyse wird jedoch keine Vertei-
lungsannahme an X gegeben Y gestellt, wodurch logistische Regression zum Beispiel bei
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groben VerstoBen gegen die Normalverteilungsannahme (zum Beispiel durch einige Aus-
reifler) wesentlich stabiler arbeitet. Falls die Modellannahme der LDA erfiillt ist, besitzen
die durch LDA geschitzten Entscheidungsrinder eine geringere Varianz als die logistische
Regression. Auch in diesem Falle kann man aber zeigen, dass die geschitzten Entschei-
dungsrinder, erhalten durch logistische Regression, nicht wesentlich schlechter als die der
LDA sein kénnen. In diesem Sinne ist die logistische Regression oft der LDA vorzuziehen.

Fiir viele Anwendungen ist die Annahme linearer Entscheidungsrinder, d.h., dass sich
die Klassen mit einer linearen Funktion trennen lassen, jedoch zu stark. Es gibt aber einen
einfachen mathematischen Trick, um kompliziertere Formen von Entscheidungsregionen
zu erreichen: Ersetze die urspriinglich erhaltenen Beobachtungen X; durch X; = h(X)),
wobei i : RY — R? eine geeignete Einbettung in einen hoherdimensionalen Raum mit
d > dist (vgl. Beispiel 4.14). Wende dann die logistische Regression Definition 4.10 auf
die transformierten Beobachtungen ()~( i,Y;),i = 1,...,n an. Formal entspricht dies der
Anderung unserer Modellannahme 4.8 zu

| (]P’(Y:le:x)

TR T ) T (k) d
P(Y=K|X=x)>_h(x) B, x eRY, (4.10)

mit B*(k) € R‘?, k=1,..., K — 1. Wir erhalten folgende Definition:

Definition 4.13 (Klassifizierer: Logistische Regression nichtlinear)
Sei h : R?Y — R4 eine Abbildung und X i = h(X;). Sei i,, (0) die Funktion, welche aus
L,(0) in GI. (4.8) durch Ersetzen von X i durch X; hervorgeht. Sei

6 =BT, ..., B NN ¢ arg max L, (6).
HER(K—])d

Setze ~
gLR,nichtlin(x): h(X)Tﬂ(k)’ k: 1,...,K— 1, )
k 0, k=K

Der Logistische-Regression-Klassifizierer ist

FLR. nichtli SLR,nichtlin
fn nic. ln(x) — arg max 8k ic l ()C) ’

Da eine sinnvolle Auswahl der Funktion 4 ohne Kenntnis der wahren Entscheidungsrinder

nur sehr beschrinkt moglich ist, muss man in der Praxis einen wesentlich groBeren Raum
R4 nutzen als eigentlich notig.

Beispiel 4.14 Wir betrachten die gleichen Modelle wie in Beispiel 4.12 mit

h(x1,x2) = (1, x1, x2, x7, x3, x3, x3) T (4.11)
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und den erweiterten Beobachtungen X i = h(X;). Die Entscheidungsrinder entstehen dem-
zufolge durch Kombination kubischer Gleichungen der Form

00 + o1 X1 + onxy + 03x] + aax + asx} + aex; = 0.

In Abb.4.5 sind die zu AnLR’"iChtli" gehorigen Entscheidungsregionen eingetragen (ver-
kleinert im Gegensatz zu Abb. 4.4 fiir einen besseren Uberblick der geschitzten Entschei-

. ALR, nichtlin . 2 . .
dungsriinder). Man erkennt, dass f, """ wesentlich besser als fnLR in der Lage ist,
a L tisch: g - b Logistische Regression - nichtlinear
i - - Entscheidungsrand geschatzt "\ --- Emscheidungsrand geschatzt
=] i ——  Entscheidungsrand optimal : ——
| T L
/
! ,
/
& . / =l
| /
- ,"" « °1
o -
& o
2 o 2 4 6 10 5 o 5
x1 x1
c d

- = Entscheidungsrand geschitzt %
— Entscheidungsrand optimal X

= Entscheidungsrand geschitzt
Entscheidungsrand optimal

Abb. 4.5 Darstellung des Klassifiziers A,ZLR’niChtli" ermittelt durch logistische Regression ange-
wandt auf die modifizierten Trainingsdaten aus Beispiel 4.4(a) (vgl. a), aus Beispiel 4.5 (vgl. b) mit
h aus (4.11) und die Daten aus Beispiel 4.4(b) fiir zwei h gewihlt durch Gl. (4.11) (vgl. ¢) und Gl.
(4.12) (vgl. d). Die farblichen Schattierungen entsprechen den geschitzten Entscheidungsregionen
der jeweiligen Klassen
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die gegebenen Trainingsdaten zu trennen, allerdings machen sich an einigen Stellen bereits
Uberanpassungen durch starke Abweichungen vom optimalen Entscheidungsrand bemerk-
bar. Extrem wird dieses Verhalten bei Nutzung der Funktion

h(x1, x2) = (1, x1, %2, x3, %3, ..., x|, xDT, (4.12)

vgl. Abb.4.5d.

Analog zu Lasso-Schitzern (vgl. Definition 2.37) kann auch eine mittels ||- || -Norm bestrafte
logistische Regression definiert werden. Dies ist sinnvoll, wenn man erwartet, dass nur
wenige Komponenten von X¢ (bzw. )N(o, falls die nichtlineare Regression genutzt wird)
wirklich relevant fiir die Beschreibung von Y sind.

Definition 4.15 (Klassifizierer: Logistische Regression mit || - ||;-Regularisierung)
Seix > 0.Seih: RY - R? eine Abbildung und X; = h(X;). Sei

K—1
6= (B ... BN € agmax {Lu@) = @)) . 10 = 3 18V
peR(K-Dd k=1

QLR,nichtlin,L, ALR nichtlin,Ly
und f,

Setze nun § j wie in Definition 4.13. ¢

Bemerkung Auch 6 — L, (6) — AJ(0) ist konkav, besitzt also ein globales Maximum.
Fiir die Maximierung dieser gibt es stabile numerische Losungsverfahren im Stile von Satz
2.42. In der Praxis wihlt man A zum Beispiel durch Cross Validation.

Beispiel 4.16 Wir betrachten dieselbe Situation wie in Beispiel 4.14 mit 2 gewéhlt durch Gl.
(4.12) und bestimmen den Klassifizierer f,-%"¢"1in-L1 35 Definition 4.15 mit A = 0,01.
In Abb.4.6 sind die zu fFRihlin-L1 gehsrigen Entscheidungsregionen eingetragen. Im
Gegensatz zu f,L®¢Mlin (o] Abb.4.5) werden nun die zur Beschreibung der Entschei-
dungsrinder unwichtigen Komponenten von X; = h(X;) erkannt und die entsprechenden

Komponenten von g ® k=1,...,K —1auf0 gesetzt.

Die Verwendung der logistischen Regression aus Definition 4.15 verlangt nach einer mog-
lichst zum Problem passenden Wahl von /. Auch wenn die || - || -Penalisierung grundsitzlich
die Anwendung auf hochdimensionale Trainingsdaten ermdglicht, so ist fiir zufriedenstel-
lende Resultate eine moglichst reichhaltige Klasse von Funktionen i : RY — R? zu wiihlen.
Mochte man zum Beispiel quadratische Polynome zur Beschreibung der Entscheidungsrén-
der zulassen, so muss 4 (x) die Komponenten sz und x;x; (i, j =1, ..., d) beinhalten, so
dass d von der GréBenordnung d? ist. Der benétigte Speicherplatz fiir die erweiterten Trai-
ningsdaten X; ist dann oft zu groB, so dass man eine sinnvolle Auswahl der Komponenten
h treffen, d. h. Vorwissen in die Konstruktion von / einflie3en lassen muss.
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a Logistisch : b Logistische Regression - nichti

- Entscheidungsrand geschatzt
—— Entscheidungsrand optimal

---  Emtscheidungsrand geschatzt
—  Entschaidungsrand optimal

x2

*1

Abb. 4.6 Darstellung des Klassifiziers AnLR’"iChﬂi"’L' ermittelt durch logistische Regression mit

A = 0,01 und & gewihlt durch GI. (4.12) angewandt auf die Daten aus Beispiel 4.4(a) (vgl. a),
(b) (vgl. b) und Beispiel 4.5 (vgl. ¢). Die farblichen Schattierungen entsprechen den geschitzten
Entscheidungsregionen der jeweiligen Klassen

In Abschn. 4.4 stellen wir ein weiteres Verfahren zur Ermittlung von Klassifizierern vor,
bei welchem eine Erweiterung X; = h(X;) der urspriinglichen Trainingsdaten ohne die
Nutzung weiteren Speicherplatzes moglich ist und sogar keine explizite Wahl der Funktionen
h getroffen werden muss.

4.2.1 Theoretische Resultate

Wir betrachten den Spezialfall von K = 2 Klassen. Es sei § = 1) der Minimierer von
L, (0). Fiir das Excess Bayes Risk von fnLR gilt dann folgendes Lemma:
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Lemma 4.17 Existiert © = E[XXT], so gilt
~ 1 ~
RO = RO = 5 [ 2260 - 7).

Beweis Definiere n(x) := P(Y = 1|X = x) = S&7p*D) und di(x) = STAWD),
dAz(x) = 5(0) = % mitS: R — R, S(x) := % Da S monoton wachsend ist, gilt

fnLR(x) = arg max di (x) =
k=1,2

{1, di(x) > 1,

1
2
2, di(x) < 3.

.....

Mit Lemma 3.5(i) folgt:

R(AER) — R(f*) < 2E[1S(XT *D) — s(xT BO)||T,]

IA

2BIXT (8D — O 1T) = SB[ g — g2, |

| TR
Zlls2 g _ gx H
2| B2B0 — |

Lemma 4.17 bedeutet, dass sich die Konvergenzrate der Parameter ,3 M — g+ in oben
dargestellter Weise direkt auf die Konvergenzrate des Excess Bayes Risks von fnLR tibertragt.
Mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Theorie (vgl. zum Beispiel [20]) kann man zeigen, dass
fiir festes d € N gilt:

d
(B 2BV — 3 ~ 12l =) 73,
j=1

wobei Z ~ N(0, Iyxq) gilt und I(B*(V) die sogenannte Fisher-Informationsmatrix des
Problems ist. Da sich der Ausdruck Z := % Z?:] ij. weitestgehend unabhéngig von d
entwickelt, gilt ndherungsweise

1120 g~ Lz

S

und wir erwarten gemifl Lemma 4.17, dass approximativ
RUf) = R(F*) < danar(E21E )™ 11 (8* D)2 (B — g5 D)

d\ /2
< Amax (V21BN 7Z (—)
n
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gilt (wir nutzen oben die Notation X,y (A) fiir den maximalen Eigenwert einer Matrix A).
Solange der maximale Eigenwert von X /27 (8*(1)) in d beschrinkt bleibt, erwarten wir eine

2 .. . 2
Konvergenzrate von (%) / fiir das Excess Bayes Risk von fnLR .
Fiir AL RmiehlinLt ysnnen dhnliche Konvergenzraten des Excess Bayes Risk wie fiir den

Lasso-Schitzer in Abschn. 2.4 gezeigt werden.

4.3 Separierende Hyperebenen

In diesem Abschnitt konzentrieren wir uns auf den Fall K = 2, d.h. der Klassifizierung
in zwei Klassen (sogenannte bindre Klassifikation). Dies geschieht vor allem aus didak-
tischen Griinden; die hier vorgestellten Algorithmen konnen prinzipiell auch fiir mehr als
zwei Klassen formuliert werden, die Notation wird dann aber ausladender. Es gibt auch
elementare Moglichkeiten, Mehr-Klassen-Probleme auf Klassifizierer mit Zwei-Klassen-
Problemen zuriickzufiihren, siche Abschn. 3.4.

Anstelle von Y = {1, 2} bezeichnen wir die Klassen nun mit )) = {—1, +1}.

4.3.1 Motivation

Im Gegensatz zu den bisher in diesem Kapitel vorgestellten Methoden leiten wir die nichste
Methode nicht basierend auf einer Modellannahme an die Verteilung PX1.YD) her, sondern
ermitteln einen Klassifizierer auf Basis der grafischen Anschauung der Trainingsdaten. Die
dazu passende Theorie und die entsprechende zugrunde liegende Modellannahme werden
danach in Abschn. 4.6 hergeleitet.

Als Motivation fiir diese Technik dient der folgende naive Klassifizierer fiir zwei Klassen
Y = {—1, +1} mittels linearer Regression:

Beispiel 4.18 (Klassifizierung mitlinearer Regression) Gegeben Trainingsdaten (X;, Y;),
i=1,...,nmitY; € Y = {—1, 41}, fiihre eine lineare Regression auf Basis des Modells

Yi=Po+XIB+e, i=1,....n, (4.13)

mit Parametern By € R, 8 € R? durch (vgl. Vorwort). Wir erhalten Schiitzer ,30, ,3 sowie
die Hyperebene
6n(x) = Po+xTB.

Als Klassifizierer verwenden wir

N, A 1, >0,
flinres () .— sien(§,(x)),  sign(y) = y=
-1, y<O.
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In Abb.4.7 ist dieses Verfahren anschaulich dargestellt: Die Klassen Y; werden als reelle
Zahlen betrachtet und mittels einer Hyperebene an die Daten X; angepasst. Fiir ein x € X
wird iiberpriift, ob die angepasste Hyperebene bei x einen positiven oder negativen Wert
besitzt und entsprechend die Klasse +1 oder —1 zugeordnet.

Werden die erhaltenen Entscheidungsriander auf anschaulicher Basis bewertet, so hat der
Ansatz aus dem obigen Beispiel 4.18 zwei nicht zufriedenstellende Eigenschaften:

a Trainingsdaten
o° o
o °
o o o °
°
o
< ) o ° o
© %
° ° ° °
° °
© o
o
o %o ° o o
] o
o ) %o
o
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x1
(o] 0 os 1

Klasse k ‘

x2

0.5

0.0

Klassifizierer mit linearer Regression

--- Entscheidungsrand geschitzt

0.0

Abb. 4.7 Darstellung des Ansatzes aus Beispiel 4.18. a Trainingsdaten. b Interpretation der Trai-
ningsdaten als Daten des linearen Modells (4.13), ¢ Darstellung der Regressionsebene 6, (x), d

Entscheidungsrand des Klassifizierers

plinreg
n
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(N1) Selbst wenn die Trainingsdaten X; mit einer Hyperebene vollstindig trennbar wiren
(vgl. Abb.4.8), so liefert f,{mreg nicht notwendig eine solche Losung.

(N2) Der Ansatz funktioniert nicht gut, wenn zwei Klassen kollinear zueinander sind
und daher nicht mit einer Hyperebene getrennt werden konnen, wie zum Beispiel
in Abb.4.3.

Im Folgenden wollen wir den ,,naiven Ansatz aus Beispiel 4.18 so modifizieren, dass die
Eigenschaften (N1) und (N2) korrigiert werden. Wir geben hier eine kurze Diskussion,
warum die Korrektur von (N1) wiinschenswert ist:

Bemerkung 4.19 (Diskussion von [N1]) Bei der grafischen Bewertung der Trainingsda-
ten geht man davon aus, dass neue Realisierungen in der Néhe der bereits beobachteten
Daten liegen. Kann ein Klassifizierer die beiden Klassen also sehr deutlich mit einer Hyper-
ebene trennen, so werden nur sehr wenige neue Beobachtungen (ndmlich nur diejenigen,
die entgegen den Trainingsdaten nun auf der falschen Seite der Hyperebene liegen) falsch
klassifiziert. Auflerdem sollten Beobachtungen, welche sehr weit von Beobachtungen ande-
rer Klassen entfernt sind, aus grafischer Sicht keinen starken Einfluss auf den geschitzten
Entscheidungsrand ausiiben. Umgekehrt: Der Entscheidungsrand sollte vor allem durch die
Beobachtungen bestimmt sein, welche sehr nah an Beobachtungen anderer Klassen liegen.
Diese Bedingungen ergeben sich aus einer rein grafischen Betrachtung der Trainingsdaten.
In Beispiel 4.18 jedoch, wo die Schitzung des Entscheidungsrandes auf der Modellan-
nahme aus Gl. (4.13) beruht, tragen naturgemif} alle Beobachtungen in gleichem Male
zum geschitzten Entscheidungsrand bei — oberste Prioritit ist schlieflich keine grafische
Trennung, sondern eine moglichst genaue Anpassung an das Modell.

4.3.2 Die optimale separierende Hyperebene

In diesem Abschnitt gehen wir davon aus, dass die zu den beiden verschiedenen Klassen
gehorigen Trainingsdaten {X; : ¥; = —1}und {X; : ¥; = +1} durch eine Hyperebene trenn-
bar, d. h. linear separierbar sind. Solche Hyperebenen nennen wir separierende Hyperebe-
nen. In diesem Kontext wollen wir einen Klassifizierer herleiten, welcher diese Mengen mit
einer moglichst ,guten® Hyperebene vollstindig trennt. Unter einer Hyperebene verstehen
wir dabei gemif} folgender Definition:

Definition 4.20
Eine (affine) Hyperebene in R? mit Normalenvektor 8 € R? und Stiitzvektor xo € R? ist
eine Menge

=—pTxo

5:=fxeR: BT (x —x9) =0} xeRY: Bo+pTx=0cR. 4

Wir geben einige elementare Eigenschaften von Hyperebenen wieder.
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Lemma 4.21 Sei § eine Hyperebene in R? mit Normalenvektor 8 und Stiitzvektor xq.

(i) Fir alle xq, xp € § gilt ﬂT(xl — x3) = 0. Auch der Vektor g* = M;fi% ist normal zu §
bzgl. des euklidischen Skalarprodukts.
(i) Die Distanz (mit Vorzeichen) fiir jedes x € R? zu 8 ist gegeben durch

1
BT (x —x0) = ——(BTx + Po).
18112

Wie in Beispiel 4.18 soll der Klassifizierer dann die Gestalt
fo@) =sign(8,(x)),  8,(x) = B"x + Bo
mit geeigneten S, By haben. Ist 8n(x) eine separierende Hyperebene, so gilt
Yi=1 & fX)=1 & §,(X))=8"X;+po>0. (4.14)

In Abb.4.8 ist eine Menge von Trainingsdaten mit mehreren verschiedenen trennenden
Hyperebenen zu sehen. Durch die Forderung in Gl. (4.14) ist fn (x) also noch nicht eindeu-
tig bestimmt. Zur genaueren Charakterisierung von B, By nutzt man folgenden grafischen
Ansatz: Wir suchen diejenige Hyperebene, welche die beiden Punktmengen so trennt, dass
auf beiden Seiten der Hyperebene noch moglichst viel freier Platz zu den Punktmengen
ist. Im Fall d = 2 entspricht dies anschaulich der Suche einer moglichst breiten ,Straf3e,
die zwischen den Punktmengen verlauft. Die Mitte der Strafe ist die gesuchte trennende
Hyperebene (vgl. Abb.4.8b).

a Verschiedene separierende Hyperebenen b Ansatz separierende Hyperebenen
o° o © 4 --- Separierende Hyperebene
o ° o ° ‘StraRenrand’
o o o o . o o o o
° - °
2 e o | -
- % o - . - @ o o

x2
05
o
\0
\
\
o o
x2
0.
o
o

oo

Abb.4.8 a Vollstindig mit einer Hyperebene trennbare Trainingsdaten mit mehreren verschiedenen
trennenden Hyperebenen. b Ansatz der separierenden Hyperebenen
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Die Idee hinter diesem Ansatz folgt der Diskussion in Bemerkung 4.19: Weitere Punkte
der Klasse ,—1° liegen in der Nihe der bereits beobachteten Punkte mit Klasse ,—1°. Je
groBer der Abstand aller Punkte {X; : ¥Y; = —1} zur trennenden Hyperebene, desto wahr-
scheinlicher ist es, dass auch die neuen Punkte auf der richtigen Seite der Hyperebene liegen,
also richtig klassifiziert werden.

Wir formalisieren nun den obigen Ansatz. Beachte, dass gilt:

e Falls ¥; = +1 korrekt klassifiziert, so gilt XiT B+ Bo > 0.
e Falls ¥; = —1 korrekt klassifiziert, so gilt Xl.T B+ Bo < 0.

In beiden Fillen ist also bei korrekter Klassifikation Y; - (X lT B+ Bo) > 0.

Herleitung Schritt 1 Fiir jedesi € {1,...,n}seim; :==Y; - W(Xfﬂ + Bo) der Abstand
von X; zur Hyperebene <§,, x) =xT B + Bo. Sei

der minimale Abstand zur Hyperebene. Hierbei gilt: Ist M < 0, so werden Punkte durch
8, falsch klassifiziert. Gefunden werden soll eine Hyperebene §,, sodass M moglichst gro
und positiv ist:
1
max M unter NB Vi=1,...,n: Yi-—(XiTﬂ—{—,Bo):m,-ZMZO,
B.fo 18112
= YiX[B+po) = M|Bl2=0 (415

Schritt2 (B, Bp) istim hergeleiteten Optimierungsproblem nicht eindeutig bestimmt. Jedes
(c- B, c- Bp) mit ¢ > 0 ist auch Losung. Wir konnen diese Losungen ausschlieBen, indem
wir fiir ¢ eine Normierung vorgeben. Sei c so gewihlt, dass

1Blla=1/M. (4.16)

Eingesetzt in GI. (4.15) ergibt sich:

Definition 4.22 (Optimale separierende Hyperebene)
Sind ,3, ,éo Losungen von

1

min _ —[Bl3 unterNB  Vi=1,...,n: Yi(XIB+po)>1, 4.17)

BeRd poeR 2
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so heifit SAnO SH(xy = BTx + By optimale separierende Hyperebene, und

~ ~ 1, >0,
FOSH (x) = sign(805H (x)),  sign(z) = °=
-1, z<0

ist der zugehorige Klassifizierer. ¢

Bemerkung 4.23
e Dies ist ein konvexes Optimierungsproblem im Sinne von Gl. (2.12) mit

1
G po)i=(1-YiX[B+B0) . g(B.Bo) = 3IBIE

i=

e Falls die Trainingsdaten nicht durch eine Hyperebene trennbar sind, so besitzt das Opti-
mierungsproblem ab der Bedingung M > 0 bzw. ab der Substitution in Gl. (4.16) keine
Losung mehr. In diesem Sinne ist der Klassifizierer nicht geeignet, wenn sich die Beob-
achtungen verschiedener Klassen ,,iiberlappen‘.

° Sno SH hat auf beiden Seiten den maximal moglichen Abstand zu den Trainingsdaten.
Durch die Substitution in Gl. (4.16) entsprechen nun Beobachtungen i € {1, ..., n} mit
Y (X lT B + Bo) = 1 den Punkten, welche diesen maximal moglichen Abstand bestim-
men. Diese Punkte liegen also genau auf der in Abb. 4.8 dargestellten gepunkteten Linie,
beschrieben durch 8, (x) = £1, und werden Supportvektoren genannt. Ein Supportvek-
tor ,,stiitzt” die beiden Geraden 3,, (x) = %1 (,,StraBenrinder), denn aufgrund seiner
Existenz kann der Abstand von §75¥ zu den Trainingsdaten nicht vergroBert werden.
Fiir d = 2 muss es offensichtlich mindestens drei Supportvektoren geben.

Durch eine Analyse des Optimierungsproblems mittels des Satzes 2.33 erhalten wir mehr
Einsicht in die Losungen und deren Eigenschaften.

Lemma 4.24 Falls die Punktmengen {X; : ¥; = —1} und {X; : ¥; = +1} durch eine
Hyperebene trennbar sind, ist die Slater-Bedingung fiir das Optimierungsproblem Gl. (4.17)
erfiillt.

Beweis Aufgrund der Voraussetzung gibtes 8 € R?, By € R mit der Eigenschaft ¥; (X lT B+
Bo) > Ofiirallei = 1, ..., n. Dasselbe erhalten wir fiir 8" := ¢, B, := cBo mit beliebigem
¢ > 0. Fiir ¢ > 0 groB genug folgt fiirallei = 1,...,n: G(B', By)i < 0.

Sei nun
R R xR = R, €8, Bo, p) := 8B, Bo) + pT G(B, Bo)
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die zum Optimierungsproblem gehorige Lagrange-Funktion (vgl. Definition 2.32). Nach
Satz 2.33 erfiillt eine Losung (,3, ,30) von (4.17) die Optimalitétsbedingungen, d.h., es gibt

Lagrange-Multiplikatoren p = (py, ..., pn)! € RY ) mit
0> G(B. Bo). (4.18)
0= (p, G©)), (4.19)
n n
0=VglB. po. p)=F-Y pYiX] & B=D pY;-Xi. (420)
i=1 i=1
n n
0=VgtB. po.p)=—) hYi < 0= pl: @.21)
i=1 i=1

Ausgeschrieben lautet die Optimalitdtsbedingung Gl. (4.19):

> [1-vix[B+hy]=0

i=1

Wegen p; > 0, 1 — Yi(X! B + Bo) < 0 sind alle Summanden kleiner gleich null. Da die
Summe null sein soll, miissen alle Summanden null sein. Es folgt fiir allei € {1, ..., n}:

pi=0 oder 1—Y(X'B+po)=0

Die Lagrange-Multiplikatoren mit p; # 0 geben also genau die Supportvektoren an, vgl.
Bemerkung nach Definition 4.22.

Gl. (4.20) bedeutet: Der Normalenvektor A der optimalen separierenden Hyperebene
3,?”’ ergibt sich als Linearkombination der Supportvektoren. Diese Feststellung ist spa-
ter von enormem theoretischem Interesse, da sie eine einfache Beziehung zwischen den
Lagrange-Multiplikatoren und der Losung B erlaubt.

Zum Abschluss vergleichen wir kurz die Klassifizierer der bisher betrachteten Methoden:

Bemerkung 4.25 (Vergleich mit LDA und logistischer Regression)

e DerKlassifizierer an SH ist rein grafisch und ohne Modellannahme motiviert. Im Gegen-
satz zu logistischer Regression und LDA haben hier die Beobachtungen, welche nahe
an Beobachtungen anderer Klassen liegen, einen stirkeren Einfluss auf anSH . Daher ist
anS H auch robuster gegeniiber AusreiBern in den Trainingsdaten.

e Bei LDA zihlen alle Punkte zur Konstruktion des Klassifizierers gleich stark, auch dieje-
nigen, die weit weg vom optimalen Entscheidungsrand liegen. LDA liefert eventuell keine
separierende Hyperebene, selbst wenn es eine gibt. Falls die Trainingsdaten die Modell-
annahme der LDA erfiillen, ist der LDA-Klassifizierer besser als fnos H (da fnos H gich
in seiner Form zu stark an den verrauschten Daten am Entscheidungsrand beeinflussen
lasst.
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e Der Klassifizierer der logistischen Regression fAnLR findet eine separierende Hyperebene,
falls es eine gibt, denn dann wird die Optimierungsfunktion in GI. (4.9) maximiert.

OSH

Im Folgenden verallgemeinern wir fn , so dass dieser auch fiir Trainingsdaten, welche

nicht linear separierbar sind, ein Ergebnis liefert.

4.4  Support Vector Machines (SVM)

Support Vector Machines bilden eine Verallgemeinerung von £.25# . Sie liefern auch im
Falle nicht linear separierbarer Trainingsdaten einen Klassifizierer, wobei die Grundidee
von £.25H und insbesondere dessen grafische Motivation aufrechterhalten wird.

Wihrend eine optimale separierende Hyperebene so positioniert werden musste, dass
auf der einen Seite die Trainingsdaten {X; : ¥; = —1} und auf der anderen Seite die
Trainingsdaten {X; : ¥; = 41} lagen, so erlauben wir nun, dass sich einige Trainingsdaten
auf der falschen Seite befinden diirfen. Dazu fiihren wir fiir jede Beobachtung X; einen
Toleranzparameter &; ein, welcher den Grad der Falschklassifizierung auf einer Skala von
0 bis 0o misst. Indem wir die Summe der & minimieren, vermeiden wir zu viele falsch
klassifizierte Trainingsdaten.

Formal sei &€ = (&,...,&)7 € R". Wir nennen & die zu X; gehorige Schlupfvaria-
ble (engl. slack variable). Wir dndern die Nebenbedingung der optimalen separierenden
Hyperebene in Gl. (4.22) zu

Yi(X[B+Bo) =1 —&

unter den zusitzlichen Bedingungen §; > 0, Z;’Zl & < D.Hierbeiist D > 0 eine Schranke,
die proportional zur Anzahl und Stérke der erlaubten Falschklassifizierungen ist. (1 — &;)
signalisiert, ob und mit wie viel Abstand der Punkt X; auf der falschen Seite der Hyperebene
liegt. Wir wollen also immer noch eine moglichst breite ,Strale‘ zwischen den Trainings-
daten finden, geben aber mittels D eine maximale ,Menge* an Trainingsdaten an, welche in
die Strafe hineinragen oder sogar auf der falschen Seite liegen diirfen.
Damit erhalten wir die folgende neue Formulierung:
1

min —[|53 unter NB  Vi=1,....n: Y;(XB+p0)>1-&,
B.fo.& 2
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Wie bei der Aquivalenz von Ridge- oder Lasso-Schiitzern in Kap. 2 kann die Nebenbe-
dingung Y""_, & < D mittels Satz 2.33 durch einen additiven Term in der Optimierungs-
funktion ersetzt werden. Wir erhalten folgende Definition:

Definition 4.26 (SVM-Klassifizierer)
Sei C > 0. Seien ﬁc, ,éo,c, é‘ Losungen von

1 n
poe T IBIEFCD & unterNB Vi l..on: GXTBAf0) 214
eRk BpeR,EcR” i—1

& >0, (4.22)
setze SSVM(x) BEx + Bo,c. Dann heiBt

FSEM (x) = sign(85 M (x))

SVM-Klassifizierer. ¢

Bemerkung 4.27
e Die Formulierung der Nebenbedingung an &; in Definition 4.26 ist praktischer als die

Bedingung ) /_, & < D.Letztere gibt nimlich eine maximale Schrankean ) ;_, & vor,

die in Anwendungen evtl. zu Beginn schwierig festzulegen ist. Dahingegen gibt C > 0

im Penalisierungsterm C Z —1 &i anschaulich nur die ,,Stirke* an, mit welcher Z?:l &

minimiert werden soll.

e Die Interpretation der Werte von é, ist wie folgt:

— Ist E, > 1, so wird X; durch f FSYM falsch Klassifiziert.

— Ist S, € (0, 1], so wird X; durch fnS, ZM korrekt klassifiziert, liegt aber innerhalb der
Menge {x : 85 VM (x) € [—1, 1]}, d.h. im Inneren der gefundenen breitestmoglichen
H»otrale”.

— Ist& = 0, so wird X; durch f SYM korrekt klassifiziert, und X; liegt auch nicht
innerhalb der Menge {x : SSVM(x) e[-1,1]}.

Definition 4.26 liefert ein quadratisches konvexes Programm im Sinne von Satz 2.33, fiir
dessen Losung schnelle numerische Verfahren existieren, vgl. Abschn. 4.5. Zur Berechnung
wird allerdings haufig das zugehorige duale Problem genutzt, dessen Formulierung wir
nachfolgend herleiten. Diese Formulierung wird uns im Folgenden auch helfen, die Methode
auf nichtlineare Entscheidungsrinder zu verallgemeinern.

Beispiel 4.28 Wir betrachten die folgenden Modelle (vgl. Beispiele 4.4, 4.5): Es sei jeweils
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a) (X;|Yi = —1) ~ N((0,2)7,0,212x2), (X;[¥; = =1) ~ N((2,0)",0,212x2),
b) (X;|Y; = —1) ~ N((0,0)7, diag(2,0,2)), (X;|Y; = —1) ~ N((2,5,0)", diag(0,2, 2)),
)

X;lY; = 1) 1N(( 4,007 11 )+1N((O 07 11 )
1 I — 2 E) 74 2)(2 2 ) 74 2)(2’

1 r1 1 r 1
(XilYi =2) ~ EN((_Z’ 0", lexz) + EN((Z’ 0", lexz)-
Wir beobachten jeweils n = 120 Trainingsdaten (X;, Y;). Die geschétzten Entscheidungs-
regionen mittels fjf M fiir C € {0,1, 100} sind in Abb.4.9 dargestellt.

In Abb.4.9a, b liegt der Fall linear separierbarer Daten vor. Eine starke Bestrafung
(C = 100) der Schlupfvariablen &; fiihrt zu einer moglichst engen ,Strale‘ um die Hyper-
ebene Ss‘éM ohne Fehlklassifizierungen und damit zu dem gleichen Ergebnis wie beim
Algorithmus der optimal separierenden Hyperebene (vgl. Definition 4.22). Ist C = 0,1, so
gibt es mehr Supportvektoren (d. h. & # 0) und fiir die Berechnung des Normalenvektors von
Sf‘éM werden gemif Gl. (4.23) mehr Datenpunkte einbezogen. Dies fiihrt im Allgemeinen
zu einer stabileren Schitzung von SerCM
ningsdaten am Rang der beiden Punktmengen {X; : ¥; = +1} und {X; : ¥; = —1} abhéngt.
In Abb.4.9c, d wird die SVM auf nicht linear separierbaren Trainingsdaten des Modells
(b) angewandt. Auch hier fithrt C = 100 zu einer kleineren Menge an Supportvektoren als
C = 0,1 und zu einem geringeren Abstand von {x : gg‘éM x)=1}zu{x : Sf‘éM (x) = —1}.
In Abb.4.9e, f wird die SVM auf die Trainingsdaten des Modells (c) angewandt. Hier ist
aufgrund der Struktur der Daten keine sinnvolle Trennung mit einer Hyperebene mdoglich;

, welche nicht so stark von den verrauschten Trai-

fiir jedes C > 0 erzeugt die Trennung mittels $ SVCM (x) in etwa eine gleich groBe Menge an
Supportvektoren und falsch klassifizierten Trainingsdaten.

4.4.1 Duale Formulierung der SVM

Die im Folgenden hergeleitete Methode ist eine Umformulierung des Optimierungspro-
blems der SVM mit Parametern S € R4, BoeRund &€ = (&4,..., x)T € R" in dessen
duales Optimierungsproblem mit Parametern « € R”. Im Falle hochdimensionaler Daten
(d > n) wird also trotzdem nur eine Optimierung iiber n Parameter durchgefiihrt. Dies ist
interessant in Hinsicht auf die Erfahrungen mit £,-R-¢hin g Definition 4.13. Dort wurde
die urspriingliche Methode auf die erweiterten Daten X; € R? angewandt, wobei d > d
gelten konnte.

Ausgehend von der Formulierung in Definition 4.26 und den Bezeichnungen in Satz 2.33,

setze fiir & = (B, Bo, &):

1 “ 1—& —v;(xT ‘
f(9)=5||ﬂ||§+CZ§i, G(e):<( § (:_§+ﬂ0))l=1 ..... )
i=1



108

4 Lineare Methoden fur Klassifizierungsprobleme und SVMs
a Lineare SVM, C =0.1 b Lineare SVM, C =100
L o = i1 —— Entscheidungsrand geschatzt LI o o B —— Entscheidungsrand geschatzt
o === ‘StraBenrand o === ‘StraBencand’
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Abb. 4.9 Darstellung der Klassifizierer f SV M angewandt auf die Daten aus Beispiel 4.28 mit dem

Entscheidungsregionen der jeweiligen Klassen

zugehbrigen ,,StraBenrand” {53 (M (x) = :l:l} a,c,eC =01,b,d fC = 100. a, b Modell

(a). ¢, d Modell (b). e, f Modell (c). Die farblichen Schattierungen entsprechen den geschitzten




4.4 Support Vector Machines (SVM) 109

Wir nennen die zu G gehorigen dualen Parameter o« = (¢, . . ., an)T, Y= y,,)T €
RY, und definieren die Lagrange-Funktion:

.0.y) = FO + Y ai (1-& - VX[ B+ o)) = D vibi
i=l1 i=l1

Fiir & > 0 groB genug (i = 1, ..., n) ist offensichtlich G(0); < 0. Daher ist die Slater-
Bedingung erfiillt, und eine Losung (B, Bo, £) von Gl. (4.22) erfiillt die Optimalititsbedin-

gungen aus Satz 2.33, d.h., es gibt & = (@1, ..., &), P = D1, .... 7)) € RZ ) mit

n
0=Vetd.a.9) = =Y &V X, (4.23)

i=1

n
0=Vgt@.a7) < Y &Y, =0, (4.24)
i=1
0=V:l(d,&,7) & a =C—7, (4.25)
@ >0, 7 >0, (4.26)
0=(@". 77, G0) = 0=a (1-& - viX B+ fo).

0 = 7i;, “.27)

0>G0O) <= E&=>0, 1-&—-Y,(XIB+po)<0. (4.28)

Unser Ziel ist die Ermittlung des dualen Problems Gl. (2.15). Das ist ein Optimierungspro-
blem in den Parametern ¢, y und nicht mehr in den Parametern 8, fo, £. Die Darstellung
Gl. (2.15) gibt vor, wie das duale Problem erhalten werden kann: Wir setzen die Optimali-
tiatsbedingungen Gl. (4.23), (4.24), (4.25) in £ ein:

2
. A 1 n . n . N A . n )
00,8,9) =5 | 3 &YiXi| +) &0 —a —p)+ho Yy _aY:
i=1 ) =l i=1
N —
=0 =0

n n n
—{—Z&,‘—Z&iYiXiT (Z&i/Y,-/Xi/)
i=1 i=1 i'=1

n n
NS BN
=D 84— 5 ) & YiYuX[ Xy
i=1 1

i,i'=

1
= —E&TQ& +17a
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mit den Abkiirzungen

e 1=(1,...,1)T e R" ein Vektor bestehend aus n Einsen,
o Y=, .... Y7,
e O =(Qij)i,j=1,..n cine Matrix mit

Qi =Y,Y;XI'X;, i,j=1,...,n

Die Optimalititsbedingungen liefern Nebenbedingungen an die Extremstellen:

n
(524) &= > &¥i=0, (525.(526) = Vi=1...n: 0<&=C

i=1

Die restlichen Bedingungen aus GI. (4.23), (4.27) und (4.28) stellen Verbindungen zum
urspriinglichen (primalen) Optimierungsproblem her und liefern keine Nebenbedingungen
fiir das duale Problem. Weder Nebenbedingungen noch die Optimierungsfunktion enthalten
noch die Lagrange-Multiplikatoren y, diese konnten also vollstindig entfernt werden. Wir
erhalten folgende Definition:

Definition 4.29 (SVM-Klassifizierer, duale Version)
Sei C > 0.Seia = (a1,...,&,)" € R" Losung von

1
min {EaTQa—]lTa} unter NB YTa=O, Vi=1,...,n:0<a; <C.

aeR”

Dann gilt B¢ = Yo eiY - Xp Isti’ € {1,...,n} mit 0 < & < C, so gilt Bo,c =
Yo — X[ Bec.
Der zugehorige Klassifizierer nSZM ist in Definition 4.26 gegeben. ¢

Bemerkung 4.30

e Das duale Problem ist urspriinglich ein Maximierungsproblem; durch Multiplikation der
Zielfunktion £ mit (—1) wurde es ein Minimierungsproblem.

e Das duale Problem hat zunichst keine anschauliche Bedeutung. Dessen Losungen &
liefern aber mittels der Optimalititsbedingungen die Optimierer Bc, Bo,c des urspriing-
lichen Problems: Die Formel fiir ﬁc folgtaus Gl. (4.23);ist0 < &y < C, sofolgen mit Gl.
(4.25), (4.27) die Aussagen 7; # 0,& = Ound dann mitGl. (4.27) 1 = Y;(X] Bc+Po.c)-

e Die Werte der ¢&; haben folgende Interpretation:

- Gilt0 < & < C, so folgt wie oben & = O und 1 = Y;(X/ B¢ + Bo,c). Das
bedeutet, X; erfiillt die Nebenbedingung der optimalen separierenden Hyperebene,
wird korrekt durch fns &M Klassifiziert und liegt auf dem ,,StraBenrand”, welcher durch
die Gleichungen Sn,c(x) = =1 beschrieben wird. Diese Vektoren nennen wir auch
hier Support-Vektoren.
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— Gilt & = 0, so wird X; korrekt klassifiziert und liegt auBerhalb der Menge {x € R :
8n.c(x) € [1, 11},

— Gilt & = C, so gilt wegen (4.25), (4.27): é, #0und Y;(X'B+Bo) = 1 - &,
d.h., X; liegt innerhalb der Menge {x € R 8,, c(x) € [—1, 1]} oder wird (im Falle
5, > 1) von f ¢ FSYM falsch Klassifiziert. Auch in diesem Fall nennen wir X; einen

Support-Vektor, da er mittels Gl. (4.23) zur Anderung von ,3 beigetragen hat.

Bis jetzt erlaubt die Formulierung der SVM nur lineare Entscheidungsriinder. Ahnlich
wie bei der logistischen Regression konnen wir durch Transformation der urspriinglichen
Beobachtungen X; nichtlineare Unterscheidungsrinder erhalten. Dies ist Gegenstand von
Abschn.4.4.2.

4.4.2 \Verallgemeinerte SVM und der Kern-Trick

Der SVM-Klassifizierer aus Definition 4.26 teilt den Beobachtungsraum X = R? entlang
des Entscheidungsrands

30 = (x e R : 8, c(x) = BLx + fo.c =0}

in zwei Klassen auf. Falls der optimale Entscheidungsrand jedoch nicht die Form dQ} =
(x e RY : By + BTx = 0} mit By € R, B € RY besitzt, wird 9Q; auch fiir groBe
Beobachtungszahlen n keine gute Schitzung fiir 92 liefern.

Eine Verallgemeinerung des Verfahrens kann wie folgt erreicht werden: Wir ersetzen
die urspriinglichen Beobachtungen X; durch neue Beobachtungen X; = h(X;) mit einer
geeigneten Funktion /# : RY — R und wenden dann den SVM-Klassifizierer fnf‘éM auf

die Trainingsdaten (X;, Y;) an. Wir erhalten dann eine Aufteilung des Raums R4 entlang
des Entscheidungsrands

Q% = (X eR?: BLx + fo.c =0}
bzw. im urspriinglichen Raum R? entlang
gQuprichilin — (x e RY . BLh(x) + fo.c = 0}. (4.29)

Ublicherweise ist die Dimension d der erweiterten Beobachtungen wesentlich groBer als
d. Motivation fiir dieses Vorgehen ist die Hoffnung, dass bei geei gneter Wahl der Funktion
h eine lineare Trennung der Punktmengen (Xi : Y, = +1}und {X; : Y; = —1} im
hoherdimensionalen Raum R maglich ist, obwohl es fiir die Mengen {X; : ¥; = +1} und
{X; : Yi = —1} in R? nicht moglich war. Ein Beispiel ist in Abb.4.10 gegeben: Dort sind
die urspriinglichen Trainingsdaten nicht linear trennbar, doch durch die Erweiterung auf
X; = h(X;) mit
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Abb.4.10 Motivation fiir die nichtlineare SVM. a nicht linear trennbare Trainingsdaten in Rz, b Ein-
bettung der Trainingsdaten in einen hoherdimensionalen Raum R3 mittels GL. (4.30), ¢ separierende
Hyperebene in R3, ermittelt durch den SVM-Algorithmus mit C = 100, d zugehdriger Entschei-

dungsrand 921 aus Gl. (4.31) und Supportvektoren im urspriinglichen Raum R2 der Trainingsdaten

h:R? - R, h(x1, x2) = (x1, x2, x7 + x3)7 (4.30)

ist eine lineare Trennung moglich. Die gefundene separierende Hyperebene im hoherdimen-

sionalen Raum R3 (und die damit ermittelten Parameter Bc, Bo,c) fiihrt zu einem nichtli-
nearen Entscheidungsrand im urspriinglichen Raum R? durch

89 = {x e RY : BLh(x) + fo.c = 0. 4.31)
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Die Nichtlinearitit des Entscheidungsrands wird dabei allein durch die gewéhlte Funktion
h erzeugt. Es erscheint sinnvoll, d moglichst groB zu wihlen, um geniigend interessante
Funktionen & : RY — R? zuzulassen. Ist zum Beispiel 4 : RY — R? mit

2 2 2
h(x) = (X1, ..., Xg, X1, X1X2, X1X3, . . ., X1Xd, X3, X2X3, ..., X2Xd, « .., X7) 4.32)

undd = d + ZEZ: 1= w so erlaubt (4.29) nun eine Aufteilung des Raums mittels
Ellipsoiden anstatt zuvor nur mit Geraden.

Wie bereits bei der logistischen Regression bemerkt, ist der Einbettungsansatz in der
Praxis mit folgenden Problemen verbunden:

(P1) Welche Funktion # wihlt man? Gerade bei hochdimensionalen Trainingsdaten ist eine
gute Wahl von / nicht offensichtlich.

(P2) Damit genug neue Funktionen aus den urspriinglichen X; gebildet werden kdnnen,
muss d > d sein, oft sogar d > d? (vgl. Gl. (4.32)). Wird der Ansatz ohne Weiteres
angewandt, so miissen die neuen Trainingsdaten /4 (X;) berechnet und abgespeichert
werden, was fiir grofe d bereits lange Rechenzeiten und einen hohen Speicherplatz-
bedarf verursachen kann.

Wie sich gleich herausstellt, erlaubt die duale Formulierung der SVM im Gegensatz zur
logistischen Regression eine Losung des Problems (P2). Haben wir eine Funktion /1 : R? —
R? ausgewihlt und definieren wir die Matrix Q = (Q; i, j=1,...,

Qij = yiyih(X)"h(X)), (4.33)

so liefert eine Anwendung der SVM auf die eingebetteten Trainingsdaten Xi = h(X;)
folgenden Algorithmus:

Definition 4.31 (Nichtlinearer SVM-Klassifizierer, duale Version)

Sei C > 0.Seia = (a1, ...,&,)" Losung von
1 5 -
min {—OlTQOl—I[TOl} unter NB YTa:O, Vi=1,...,n:0<qo; <C.
acR? | 2
Der zugehorige Klassifizierer lautet
Fuc) = FEEMM (x) = sign(@; M (x)),
wobei Bgl = Y7 &Y - h(X;), und mit einem i € {I,...,n} mit0 < & < C:

ﬂ(’}fc =Y - Xl.T,Bgl, und
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53 @y = (BEHYTh(x) + Ble =Y 6 - h(X)Th(x) + B (4.34)
i=1

¢

Bemerkungen

a) Die Dimension des Featureraums durch die Betrachtung von X; € R anstelle von
X; € R? ist wesentlich vergroBert (oft gilt d > d und damit d >> n). Trotzdem hingt
das Optimierungsproblem nur von n Variablen ab, skaliert also zunichst nicht mit d.

b) Angenommen, die Komponenten von /4 sind geniigend ,vielfdltig‘, so dass der optimale
Entscheidungsrand sehr dhnlich zu

A ={x eR?: Bo+ BT h(x) =0}

mit geeigneten By € R, 8 € RY ist. Aus der Interpretation von C als Bestrafung fiir
Falschklassifizierungen folgt: Wihlt man C groB genug, so sind nur wenige &; # 0, daher
ist der Losungsvektor & = (&1, ..., &,)! in Definition 4.31 diinn besetzt. Dies schiitzt
die SVM auch bei sehr groBen d vor einer zu starken Anpassung an die Trainingsdaten.
¢) Die Beobachtungen X;, i = 1,...,n bzw. die neuen Beobachtungen )~(,~ = h(X;)
gehen in das Optimierungsproblem nur iiber die Skalarprodukte h(X;)Th(X i) bzw.
h(X)Th(x) ein (vgl. Gl. (4.33) und (4.34)). Das bedeutet, eine Berechnung der neuen
Beobachtungen X i = h(X;) ist fir die Anwendung der SVM miittels Definition 4.31 gar
nicht notig, man muss nur die Werte der Terme h(X,-)Th(Xj) bzw. h(X;)T h(x) kennen.

Aus Bemerkung (c) folgt: Fiir die Anwendung der nichtlinearen SVM genligt es, die Werte
der Terme K (x, x") := h(x)Th(x') fiir x, x’ € R? festzulegen, eine explizite Definition der
Funktion # ist nicht ndtig. K berechnet also anschaulich die euklidischen Skalarprodukte
der transformierten Beobachtungen X; = h(X;) im Raum R,

Im Folgenden werden wir sehen, dass eine explizite Darstellung von K der Form
K(x,x") = h(x)Th(x') fiir theoretische Schlussfolgerungen ersetzt werden kann durch
allgemeinere Eigenschaften von K. Diese wollen wir im Folgenden fiir einen allgemeinen
metrischen Raum (X', D) festhalten:

Definition 4.32
Eine Funktion K : X x X — R heilt Kernfunktion.

(i) K heiBt symmerrisch, falls fiir alle x, x’ € X gilt:

Kx,x) =K, x)
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(ii) K heiBt positiv semidefinit, falls fiir alle n € N und fiir alle x(V, ..., x® e R? gilt:

Die Matrix
(K(xa), x<f>))

i,j=1,....,n
ist positiv semidefinit.
(iii) K heiBt stetig, falls K als Funktion K : X x X — R stetig ist.

K heiBit Mercer-Kern, falls K eine Kernfunktion mit den Eigenschaften (i), (ii), (iii) ist. 4

Istnun K : RY — R? — Reine beliebige Kernfunktionund 0¥ = (0X); ;-

i » definiert
durch

0f = ViY;K(X;, X)),
so konnen wir folgenden SVM-Klassifizierer definieren:

Definition 4.33 (Nichtlinearer SVM-Klassifizierer mit Kern K, duale Version)
Sei C > 0.Seia = (a1, ...,&,)" Losung von

1
min{EaTQKa—]lTa} unter NB Y/'a =0, Vi=1,...,n:0<a; <C.

acR”

Der zugehorige Klassifizierer lautet
Fuc) = FoEMK () = sign) MK (),

wobei

n
St ) =) &Y - K(Xi, %)+ oc,

i=1

und;‘}o,c =Y; —Z;f:l&ij~K(Xj,X,-) miteinemi € {1,...,n}mit0 <@, <C. ¢

Die Frage nach der geeigneten Wahl einer Einbettung # : RY — R4 verlagert sich damit
zu der Frage, welche Kerne K fiir die Anwendung der SVM gewihlt werden sollen. Die
urspriingliche lineare SVM kann erhalten werden mittels des linearen Kerns

K(x,x) = xTx.

Um auch nichtlineare Entscheidungsrinder zuzulassen, miissen kompliziertere Kerne K
gewihlt werden. Die folgenden Kernfunktionen werden hédufig in der Praxis gewdhlt (diese
sind auch automatisch eine Antwort auf das Problem [P1] oben):
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Beispiel 4.34 (Wahl von K in der Praxis)
(i) Linearer Kern
Klm(x, x/) — xTx/

(ii) Polynomkern vom Grad p € N:
K5 (x, x') = (1 + xTx')?
(iii)) Gauf3-Kern (oder RBF-Kern, engl. radial basis function) mit Abstieg y > 0:
K5 (x, x') = exp(=y - lx = 2'[19)
(iii) Sigmoidkern mit k1, k> € R, k1 > O:

K318 (x, x') = tanh (i xT 2 + k)

Durch den Ubergang zu Kernen in der Nutzung der SVM verlieren wir die Anschauung,
welche Einbettungen % der urspriinglichen Beobachtungen betrachtet werden und wie die
zugehorigen Entscheidungsrinder 9$2) aussehen. Im Folgenden wollen wir rekonstruieren,
welchen Funktionen /4 die jeweiligen Kerne entsprechen. Wir geben eine Antwort fiir (ii)
in Beispiel 4.35 unten. Fiir (iii), (iv) ist die konkrete Beantwortung schwieriger und wird
zunichst theoretisch in Satz 4.36 behandelt.

Beispiel 4.35 Istd = p = 2, so gilt
K5V (x, x') = h(x)Th(x')
mith : R? - RY, d = 6 und
h(x) =(1, ﬁxl, «/Exz, x%, x%, «/Exlxz)T,
denn:

Kp(x,x') = (1+x7x)? = (1 + x1x] + xpx3)?
=1+ 2x1x{ + 2x2xé + (xlxi)2 + (xzxé)2 + 2x1x2x;x§
=h(x)Th(x")

Der Polynomkern zur Ordnung p = 2 ermdglicht also mit / Ellipsen als Entscheidungsrin-
der.

Ist K ein Mercer-Kern (vgl. Definition 4.32), so liefert der folgende Satz von Mercer (vgl. [40,
Satz V1.4.2]) zumindest die theoretische Existenz geeigneter Funktionen /. Im Folgenden
sei fir ¥ ¢ RY
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LZ(X) :={h: X —> R messbar : / h(x)? dx < oo} 4.35)
X

der Hilbert-Raum, der quadratintegrierbaren, messbaren Funktionen 4 : X — R mit Ska-

larprodukt (h1, h2)r2x) = [y h1(x)ha(x) dx und Norm ||kl 2xy = /(h, B) 2 ()
Eine Funktion & € L2(X) heiBt normiert, falls IAllz2(xy = 1. Eine Familie von Funk-
tionen hy € L%2(X), k € N heiBt Orthonormalbasis, falls alle h; normiert sind und
S A ()i (x) dx = O fiir k # 1. Fiir 2 C R? sei

C(2):={f:Z — Rstetig}

der Raum der stetigen Funktionen f : Z — R. Der Raum der quadratintegrierbaren Folgen
sei

o0
€% := {(a)ken| Fiiralle k € Nistax € Rund ) _af < oo}. (4.36)
k=1

Satz 4.36 (Satz von Mercer) Ist K : R? x RY — R ein Mercer-Kern und ist X C R4
beschrinkt, so gibt es eine Orthonormalbasis A} € L2(X) mit stetigen hy und Ay > 0
(k € N), so dass

oo
K(x,x') =) mhi(0hi(x)  x.x' eX.
k=1
Die Konvergenz ist absolut und gleichméBig in C(X x X’). Die Werte A, A} entsprechen
den Eigenwerten und zugehorigen normierten Eigenfunktionen des Operators

Tk : L2(X) — L*(X), (Txg)(x) = / K (x, x)g(x") dx’
X
(d.h. Txhy = Axhi, k € N). Die Funktion
h(-) = (Vhk - By (Dgen : X — £
ist wohldefiniert, stetig und erfiillt

K, x)=h@)Thx), x,x eX.

Die im Satz von Mercer definierte Funktion & entspricht genau der eingefiihrten Einbet-
tungsfunktion. Vor allem in der Anwendung wird diese auch als feature map bezeichnet.
Die Kenntnis der Funktionen / bzw. h,‘z sind bei einem Kern von Interesse, um eine addquate
Wabhl hinsichtlich der Struktur der Entscheidungsrinder und Entscheidungsregionen treffen
zu konnen.

Fiir den Gau3-Kern (vgl. Beispiel 4.34(iii)) ergibt sich folgendes Resultat:
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Beispiel 4.37 Wegen ||lx — x'[13 = [|x[13 + IIx/|13 — 2x7x" und exp(z) = > % 3—’, gilt:
gauss /
K7 (x, x7)
= exp(—y x — x'[|3)

2 T,/
—Z% exp(—y [Ix[13) exp(—y [1x'3)

j=0
o0 ni nd '\n ’'\n
. X7 ... X (DM (x])H
=Yy Y ep(—ylxl) == exp(—y I3 — =
Jnpleoooong! ny!-...-ng!

j=0 Y ni=j
Zur Vereinfachung betrachten wir nur den Fall d = 1. Dann gilt:

e ¢]

Kﬁauss (x, x Z

x’ exp(—yx?) - (x') exp(—y (x')%)

Zh () j(x)

mit hj(x) = (2]#) V2 x/ exp(—yx2). Bei i1 handelt es sich also im Wesentlichen
um die Monombasis, jedoch werden die einzelnen Polynome durch den Exponentialterm
exp(—yx?) fiir groBe x abgeschwicht. Anschaulich werden dadurch starke Oszillationen fiir
grofe x vermieden, welche bei Anpassungen mit Polynomen zu hohen Grades iiblicherweise
auftreten.

Allerdings bilden die Funktionen (% ) jen noch keine Orthonormalbasis und entsprechen
damit formal nicht den Polynomen h‘; aus dem Satz von Mercer. Die Funktionen h‘; haben
die Gestalt

hS(x) = cjexp(=px?) - Hj-1(a;x),

wobeiaj, cj, y € R geeignete Konstanten und H; die Hermite-Polynome sind.

Durch die voranstehenden Ergebnisse haben wir nun eine grobe Vorstellung, welchen Funk-
tionen & die jeweiligen K entsprechen. Die Struktur des zur SVM gehorigen Entscheidungs-
rands kann jedoch auch direkt am Kern K abgelesen werden. In Definition 4.33 wurde
festgelegt:

FIEME @y = sign(8) K (x))

mit
n
S ) =Y aiY; - K(Xi,x) + fo.c 4.37)
i=1
Sf ‘éM K (x) besteht also aus Linearkombinationen der Terme K (X;, x) mit @; # 0. Das
bedeutet, dass der Entscheidungsrand {x € R? - 8SVM K( ) = 0} wie folgt entsteht: Um
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jeden Supportvektor X; wird ein ,,Hiigel” in Form der Kernfunktion x = K (x, X;) gelegt,
wobei die Hohe durch @; beeinflusst wird. Der Entscheidungsrand ist dann die —,BA(),C-
Niveaulinie der aufaddierten Hiigel. In Abb.4.11a, b sind die Niveaulinien von

1 , 9
x> KPP X)), xe EKZPOZ’ (x, X1) — gK;’”ly(x, X5) (4.38)

auf Basis von zwei Trainingspunkten X; = (0,7,0,6)”, X, = (0,2,0,3)7 dargestellt; in
Abb.4.11c, d sind die Niveaulinien von

a i inien Poly n (eine b
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Abb. 4.11 a, b Niveaulinien von Linearkombinationen des Polynomkerns (vgl. Gl. (4.38)), ¢, d
Niveaulinien von Linearkombinationen des Gau-Kerns (unten, vgl. Gl. (4.39))



120 4 Lineare Methoden fir Klassifizierungsprobleme und SVMs

1 1
x> KS (X)), x e EKg"”y(x, X))+ 5Kg’”’y(x, X2) (4.39)

zu sehen.
Wir zeigen nun ein Beispiel fiir die geschitzten Entscheidungsrinder und den Klassifi-
zierer fnSZM’K unter Nutzung der nichtlinearen SVM mit Kern K.

Beispiel 4.38 (Anwendung der nichtlinearen SVM) Wir wenden die nichtlineare SVM
auf die nicht linear separierbaren Trainingsdaten aus Beispiel 4.28(b), (¢) an.

In Abb.4.12 sind die Resultate fiir Beispiel 4.28(b) fiir den Polynomkern mit p = 2
und C € {1, 10} zu sehen. Fiir groeres C ergeben sich weniger Support-Vektoren und eine
geringe Breite der ,,Strale”, ansonsten erhélt man aber relativ dhnliche Entscheidungsréinder.
In Abb.4.13 wurde der SVM-Klassifizierer jeweils mit C = 1 und dem Polynomkern mit
p € {2, 4} angewandt. Wihrend die Menge der Entscheidungsriander mit dem Polynomkern
p = 2 noch zu klein ist, um eine sinnvolle Trennung zu erlauben, ermoglicht p = 4 bereits
eine fast perfekte Trennung der gegebenen Trainingsdaten.

In Abb.4.14 und 4.15 sind die Resultate fiir Beispiel 4.28(b) fiir den Gaufl-Kern mit
C = lund y € {0,02,1, 10} zu sehen. Wie in Abb.4.11 motiviert, entstehen die Ent-
scheidungsrinder als Niveaulinien der Kernfunktionen, welche auf jeden Support-Vektor
als Hiigel gelegt werden. y = 10 erzeugt daher jeweils detailliertere Entscheidungsrinder
alsy = 1.

Kemn-SVM mit Polynomkern, C =1, Gradp=2 Kern-5VM mit Polynomkemn, C =10, Gradp=2

Entscheidungsrand geschatzt
|--- 'Strafenrand
*  Supportvekioren

Entscheidungsrand geschatzt
L --- ‘Stralenrand’ o,
i *  Supportvekioren

Abb.4.12 Darstellung der geschitzten Entscheidungsrinder des nichtlinearen SVM-Klassifizierers
ASVM, KD

fn,C
L . VM, KD
C € {1, 10}. Zusiitzlich ist jeweils der ,,Straenrand” {x € X : (Sn C

mit Polynomkern auf Basis der Trainingsdaten aus Beispiel 4.28(b) mit p = 2 und

(x) = %1} eingezeichnet
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Kern-SVM mit Polynomkem, C =1, Grad p =2

121

Kern-SVM mit Polynomkern, C =1, Gradp =4
—— Entscheidungsrand geschatzt
o~ “

Entscheidungsrand geschatzt
‘Straflenrand”

E1l

=1
Abb. 4.13 Darstellung der geschitzten Entscheidungsriander des nichtlinearen SVM-Klassifizierers
poly
~SVM.K}
n,C

mit Polynomkern auf Basis der Trainingsdaten aus Beispiel 4.28(c) mit p € {2, 4} und
C = 1. Zusitzlich ist jeweils der ,,Stralenrand” {x € X :

ly
ASVM KD . .
$,c " (x) ==l}eingezeichnet
Kern-SVM mit GauB-Kern, C =1, gamma = 1 Kern-SVM mit GauB-Kern, C =1, gamma = 10
= Entscheidungsrand geschéitzt = Entscheidungsrand geschatzt
LA == 'Stralenrand Ll === ‘Stralenrand’
+  Supportvekloren *  Supportvekionen

x2

T T
-3
=1

4
«l
Abb. 4.14 Darstellung der geschitzten Entscheidungsriander des nichtlinearen SVM-Klassifizierers
SV M.K }gaum
n,C

mit Gaul3-Kern auf Basis der Trainingsdaten aus Beispiel 4.28(b) mit C = 1 und
n gauss
y € {1, 10). Zusiitzlich st jeweils der , StraBenrand {x € X : 8 K7

(x) = %1} eingezeichnet
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Kern-SVM mit GauB-Kern, C =1, gamma = 0.02 Kern-SVM mit GauB-Kern, C =1, gamma =1

- Entscheidungsrand geschatzt

3 =  Entscheidungsrand geschatzt
: - ‘Strallenrand’

- 'Stralenrand
+  Supportvekionan

®1 =1

Kern-5VM mit Gaut-Kern, C =1, gamma = 10

— Entscheidungsrand geschatzt
-- 'Stralenrand
Supportvektoran

x2

®l

Abb.4.15 Darstellung der geschitzten Entscheidungsriander des nichtlinearen SVM-Klassifizierers

ASVM KT . - . .
o mit GauB-Kern auf Basis der Trainingsdaten aus Beispiel 4.28(c) mit C = 1 und

fn,C
e e ” ASV M, K5
y € {0,02, 1, 10}. Zusitzlich ist jeweils der ,StraBenrand” {x € X : §, c

eingezeichnet

(x) = %1}

Besonders in den Abbildungen zum GauB-Kern ist ersichtlich, dass der SVM-
Klassifizierer sehr stark auf die vorhandenen Trainingsdaten fokussiert ist, besonders wenn
y sehr grof} gewihlt wird. Entsprechend ist der Klassifizierer auch nicht in Lage, Strukturen
»auBerhalb® der beobachteten Trainingsdaten sinnvoll abzubilden. Im Gegensatz zum Poly-
nomkern mit niedrigem Grad p ist der GauB-Kern in der Lage, auch komplexe Strukturen
zu erkennen, ein Beispiel ist in Abb.4.16 gegeben.
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Trainingsdaten Kern-SVM mit GauB-Kern, C =1, gamma =1
o o -EEEE =
i i ©|— Entscheidungsrand geschatzt
¥ - 'StraBenand’
i
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Kern-SVM mit GauB-Kern, C =1, gamma =1

~]— Entscheidungsrand geschatzt
- 'Strafenrand’

®2

Abb.4.16 Darstellung der geschitzten Entscheidungsrinder des nichtlinearen SVM-Klassifizierers

"SVM Kgauss
foc ¥ mit GauB-Kern auf Basis der jeweils links dargestellten Trainingsdaten

Die Menge aller Funktionen, welche durch Linearkombinationen aus Gl. (4.37) erzeugt
werden konnen, bilden einen Funktionenraum abhingig vom Kern K, welcher im Folgen-
den eingefiihrt wird. Dieser Raum ist vor allem fiir die theoretische Betrachtung der SVM
relevant, welche in Abschn. 4.6 besprochen wird. Ein Beweis der hier formulierten Eigen-
schaften findet sich in [40].

Satz 4.39 (Reproducing Kernel Hilbert Space, RKHS) Sei X C R? beschriinkt und
K : R? x RY — R ein Mercer-Kern. Dann gibt einen eindeutig bestimmten Hilbertraum
‘Hx, genannt Reproducing Kernel Hilbert Space, welcher der Abschluss des Raumes
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n
g:X—)R,g(x):ZCi-K(x(i),x):x(l),...,x(")e)\,’,cl,...,cneR,neN

i=1
in {h : X — R messbar} bzgl. des Skalarprodukts

n m

(8. &)k =Y > aibK(x® x),

i=1 j=I

mit ¢() = Y aiK(x®,), g() = Y7 b;K(x'), ), ist. Die zugehdrige Norm ist
lgllx = /(g 8)k-

‘Hg hat die Reproduktionseigenschaft, jedes Element g € Hy kann erhalten werden
durch Skalarprodukte mit K :

gx)=(g, K(x, )Nk, xed&,

und besitzt eine Darstellung (4 die Funktion aus Satz 4.36)
o
g) =Y gihjx)=G"h(x), xeX
j=1
mit geeigneten Koeffizienten g; € R (j € N) und G := (g;) jen. Es gilt die Isometrie

o
2 2
lelx =" g2
Jj=1

Bei Anwendung der nichtlinearen SVM mit Kern K ist 35 ‘éM’K — ,BA(),C ein Element von

Hg, d.h., es gilt stets 33,‘2M’K — ﬁo,c e Hg.

4.5 Berechnungvon SVM

Das Optimierungsproblem, welches fiir eine nichtlineare SVM mit Kern K in Definition 4.33
gelost werden muss, ist ein quadratisches Programm und konvex. Es besitzt daher mindestens
ein globales Minimum & = (@, ..., a,)T e R”. Ist die Matrix QX sogar positiv definit,
so ist das Minimum eindeutig. Zur Losung des Optimierungsproblems nutzt man dhnlich
wie beim Lasso-Schitzer eine iterative Prozedur, welche das urspriingliche Problem durch
koordinatenweise Betrachtung in einfache Teilprobleme zerlegt. In [15, Theorem 4] wird
gezeigt, dass das hier vorgestellte Verfahren gegen ein globales Minimum konvergiert. Zur
Beschreibung orientieren wir uns an [ 14] und schreiben kurz Q = 0K . Die zu minimierende
Funktion ist dann

1
Z(x) = EaTQot —17.
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Gestartet wird das Verfahren mit dem Vektor o = (0, ...,0)7 € R” (dieser erfiillt die
Nebenbedingungen). Im (k + 1)-ten Iterationsschritt wird wie folgt verfahren:

(S1) Wihle zwei Indizes {i, j} C {1, ...,n}miti < j, genannt working set und minimiere

k k k k k k
(aj, o) — Z(al’"'9ai—17ai1ai+17"'7aj—17aj9aj+]!""an) (4.40)

nur beziiglich (o;, o) und ohne Beachtung eines Teils der Nebenbedingungen. Die
Minimierer bezeichnen wir mit (&;, &;). Die Auswahl von {i, j} erfolgt dabei so, dass
bei der Optimierung ein moglichst grofler Schritt in Richtung des globalen Minimums
absolviert wird.

(S2) Fir m e {1,...,n}\{i, j} setze akt! := ok . Wihle geeignete Modifikationen
(af“, o:]]‘.+1) von (&, &@;), so dass aft! = (a]f‘H, ..., &k wieder alle Neben-
bedingungen erfiillt.

Bemerkungen

e Fiir die Wahl der Indizes {i, j} in (S1) gibt es eine Vielzahl von Vorschldgen in der
Literatur, vgl. [15]. Man nennt diese Auswahl auch working set selection.

e Ein Vorteil von (S1) ist, dass die Matrix Q = (K(X;, X;));, j=1,...,» nicht vollstéindig
berechnet und abgespeichert werden muss. Au3erdem erwartet man bei geniigend grolem
C in den Nebenbedingungen, dass nur wenige &; der Losung von null verschieden sind
und daher nicht zu viele Iterationen nétig sind.

Im Folgenden erldutern wir die Schritte (S1) und (S2) detaillierter. Zunéchst untersuchen
wir das auf zwei Parameter (¢;, ;) reduzierte Optimierungsproblem der SVM und leiten
daraus die nétige Theorie fiir den Schritt (S1) ab. Fiir einen Vektor v = (v;);=1,..., und eine
Menge N C {1, ..., n} nutzen wir die Bezeichnung vy := (v;)jen € R*N . Wir schreiben
const.(w) fiir Terme, welche nur von w und festen Konstanten abhiingen.

Lemma 4.40 (Auf zwei Indizes reduziertes Optimierungsproblem) Seien i,j €
{1,...,n}und N := {1, ..., n}\{i, j}. Dann gilt fir « € R":

1 0 .
Z(a) = 3 (a,- Olj) <g; g;ﬁ) (Z;) +(Qi,vay — Do +(Qj yay — Daj+const.(ay),

und die Nebenbedingungen lauten

Yia; + Yja; = —Yhay, (4.41)
0<a;<C,0=<a; <C. 4.42)
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Vom k-ten Iterationsschritt sei «f € R” gegeben. Im niichsten Schritt ermitteln wir die
Minimierer der Zielfunktion fiir beliebig vorgegebene i, j unter einem Teil der Nebenbe-
dingungen. Dies entspricht der theoretischen Grundlage fiir (S1):

Lemma 4.41 (Minimierer von Z unter einem Teil der Nebenbedingungen) Sei & € R"
mitay = alf\, und

~ b
o :af»‘—i—di Z(Xf-I—Y,'#,

aijj
- k k bij
aj:aj+dj ZOlj—Yj;, (4.43)
ij
wobei
ajj = K(X;, Xi) + K(Xj, Xj) —2K(X;, X;),
bij = —Y;V; f(&*) + ¥;V; f(&5). (4.44)

Dann ist & ein Minimierer der Zielfunktion (4.40) unter der Nebenbedingung (4.41), und es
gilt
b2
- 1 5; k
Z(a) = —=— + const.(ay). 4.45)
2 a,-j

Beweis Sei zunichst @ € R” beliebig mit ay = afv. Seid; == a; — alk (¢ =1i,j) Da
Y7 a* = 0 aus dem vorherigen Optimierungsschritt erfiillt ist, gilt

Y&k + ¥k = —Yiak.
Die Giiltigkeit der Nebenbedingung Gl. (4.41) fiir & ist daher dquivalent zu
Yidi +Yjdj =0 <= Yid; =-Y;d;. (4.46)

Weiter ist
ViZ(a) = Qiia; + Qija; + (Qi Nk, — 1). (4.47)

Einsetzen von (4.46) und (4.47) in Z liefert:

-1 Qii Qij\ (di k Ky (i k
Z(@) = < (di d; ( ! + (Vi Z (%) V; Z(ab) + const.(ay,)
2(’ ]) le_ ij dj ( t J ) dj N
_ 1 d2 b d k
= 54%jd] +b;jYid; + const.(oy)
Z(a) ist eine quadratische Funktion in d; und wird minimal fiir d; = — Yé—b” Nutzung von
i

Gl. (4.46) liefert die Behauptungen aus Gl. (4.43) und (4.45).
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Die Minimierer aus Gl. (4.43) erfiillen nicht notwendig die zweite Nebenbedingung 0 <
a; < C,0 < a; < C. Mittels einer einfachen Heuristik werden diese unter Beibehaltung
der ersten Nebenbedingung zuriick in das Rechteck [0, C]? verschoben. Dies entspricht der
Grundlage fiir den Schritt (S2):

Bemerkung 442 IstY; # Y; (z.B. Y; = —1,Y; = 1), so ist die erste Nebenbedingung
gemif Gl. (4.46) dquivalent zu

o — o =a{‘—a§,
d.h., (@;, ;) erfiillt die erste Nebenbedingung fiir alle Werte auf einer Geraden. Wegen
0< a;‘, a]; < C verlauft diese Gerade durch das Rechteck [0, C ]2. Der Punkt (¢;, &) wird
nun so lange auf der Geraden verschoben, bis er das erste Mal in das Rechteck eintritt; dies
liefert den finalen Vektor & des Iterationsschritts. Fiir Y; = Y; verfahre analog.

4.5.1 Stoppkriterium

Da eine Konvergenz des Iterationsverfahrens gegen einen globalen Minimierer & mogli-
cherweise erst nach langer Zeit eintritt, bendtigen wir noch einen Indikator, wann sich ok
nah genug an & befindet. Anschaulich iiberpriifen wir dies anhand der GroBe des Gradienten
von Z (), welcher die Nebenbedingungen geeignet beriicksichtigt. Das folgende Lemma
formalisiert diese Idee:

Lemma 4.43 Sei @ € [0, C]" mit Y& = 0. Dann ist & genau dann eine Losung des
Optimierungsproblems aus Definition 4.33, falls

m@) < M@ bzw. m(a)— M@ <0, (4.48)
wobei
m(@) = max —Y;V;Z(@), M(@) = min -Y;V;Z(&)
i€l @) i€liow(@)
und

Lip(a) ={t €{1,...,n}:0, <C,Y, =1lodero; >0,Y; = —1},
Liow(@)={t €{l,...,n}:a, <C,Yy = —1lodera, >0,Y, = 1}.

Beweis ,,=‘: Sei & eine Losung des Optimierungsproblems der nichtlinearen SVM mit
Kern K. Sei K (x,x') = h(x)Th(x') (vgl. Satz 4.36) und definiere A; := Y; (h(X;)Tf +
Bo) + & — 1. Aus den Optimalititsbedingungen GI. (4.25), (4.27), (4.28) (mit h(X;) statt
X;) folgt:

3 >0, Mai=0, &C—-&)=0, &>0 (i=1,...,n) (4.49)
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Esist VZ(&) = Q& — 1 und daher mit der Optimalititsbedingung Gl. (4.23):

n n
ViZ(@) =Y Qija; —1=Yh(X)" Y Yia;h(X;) -1
j=1 j=l

=Yih(X)TB—1=2% —& — foYi

Mit GL. (4.49) folgt

~ ~ N ~ =0 a <C
ViZ@)+ BoYi = A — & R
<0, a; >0.

Durch Multiplikation mit ¥; und unter Nutzung von Y12 = 1 erhalten wir die dquivalente
Aussage

. ~ >0, a; <C,Y; =+1oder a; >0,Y; =—1,
YiViZ(a) + Bo R .
<0, a;>0,Y; =+1oder a; <C,Y; =—1.

Dies ist dquivalent zu
m@) < fo < M(@).

,<=": Sei nun umgekehrt & = (&1, ..., a&,)" € [0, C]" so, dass
m@) < M(@). (4.50)

Im Folgenden definieren wir die fehlenden Parameter des primalen bzw. dualen Optimie-
rungsproblems geeignet und zeigen, dass diese die Optimalititsbedingungen erfiillen. Auf-
grund von Satz 2.33 ist & dann eine Losung des Optimierungsproblems aus Definition 4.33.
Deﬁniere,é = Z'}:l h(Xj)T&j Y; (damit wird Gl. (4.23) erfiillt). Wegen GI. (4.50) gibt
es ,30 € R mit
m@) < fo < M(@),

d.h.

fiirallei € Ly(&) : —Y;V;Z(@&) < fo.
fiirallei € Iy (&) : —Y;V;Z(@) > fo.

bzw. unter Nutzung von V; Z (&) = Yih(Xi)TB —1:

fiirallei € L,(@) : Y; < fo +h(X)T B,
fiirallei € liyw(@) : Yi = o+ h(X)TB.
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Definiere weiter

1= Yi(h(X))T B + Po), & =C,
0, (3[,' < C, '

Lo [T+ fo+E -1, @ >0,
0, a =0
Dann gilt firallei =1, ..., n: éi(C — &) =0und %;&; = 0.
Seinuni € {1, ..., n} fest gewidhlt. Ist &; < C, so ist é,- = 0; ist hingegen @; = C > 0,
so gilt entweder ¥; = 1 (und damiti € Ijp, (@), d.h. 1 =Y; > ,30 +h(Xi)T;§, d.h. éi > 0),
oder¥; = —1 (und damiti € I,,,(@),d.h. -1 =7; < ,30+h(Xi)T/§,d.h. éi > 0). In jedem
Fall folgt éi > (. Analog folgt fiir 2i=0 entlang dieser Fallunterscheidungen. Damit sind
auch die Optimalitdtsbedingungen Gl. (4.25), (4.27), (4.28) erfiillt.

4.5.2 Das komplette Verfahren

Mit den eben formulierten Lemmata konnen wir den SVM-Algorithmus berechnen. Ziel ist
es, die Abbruchbedingung (4.48) zu erreichen. Da diese aufgrund numerischer Gegeben-
heiten und evtl. langsamer Konvergenz nicht exakt moglich ist, geben wir stattdessen eine
Toleranzgrenze £ > 0 (z.B. ¢ = 107°) vor. Gilt

m(a) — M(a) <&,
SV MK

wird das Iterationsverfahren abgebrochen. Die gesamte Berechnungsroutine fiir f,
lautet nun gemif folgender Definition:

Definition 4.44 (Verfahren zur Bestimmung des SVM-Klassifizierers)
Seia® = (0,...,007 e R". Fiirk =0, 1,2, 3, ..., wiederhole:

(i) Falls m(aX) — M(a¥) < &, Abbruch.
(i) Working set selection: Bestimme zwei Indizes i,j wie folgt:
— Seii € arg max,elup(ak){—Y,VlZ(ozk)}.
.. . b?
— Sei J € arg mlntellow (@) und —Y,V; Z(ak)<—Y; V; Z (ak) {—a—i; ] (Vgl (444))

Hierbei ist V; Z(a%) = Y7_; Qijaf — 1.
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(iii) Bestimmung der Minimierer von Z ohne die Nebenbedingung 0 < a;,a; < C, vgl.

Lemma 4.41: Sei

&iZ(Xl{(—‘,-Yiﬁ, &jzalj.—leﬁ_
aijj aij

(iv) Anpassung an die Nebenbedingungen 0 < a;, a; < C, vgl. Bemerkung 4.42:

Falls Y; #Y;:

- Ista; > C,sosetzeaj =Cunda; = C — (af —af).

- Ista; <0,sosetze@; =0und @; = ocl{‘ — af.

Analoges Vorgehen in den Fillen &; > C,@; < Ound mit ¥; =Y.
(v) Setze ai ™' = G, a’;“ =a;und oy = of firl € {1,...,n)\{i, j}.

Dann ist o* eine Niherung fiir den Minimierer & aus Definition 4.33. ¢

Bemerkung Schritt (ii) working set selection ist eine ,gierige‘ Auswahlstrategie. Es wird
das i ausgewihlt, welches zum maximalen Wert von m (a*) gefiihrt hat. Der Index j wird
so gewihlt, dass der Funktionswert von Z durch Optimierung entlang &;, &; den kleinst-
moglichen Wert im aktuellen Iterationsschritt erreicht, sieche Gl. (4.45). Das j wird dabei
allerdings nur aus den Indizes gewihlt, welche dafiir sorgen, dass M (a«¥) < m (%) gilt, d. h.
eine echte Verkleinerung von M gegeniiber m eintritt.

4.6 Theoretische Resultate zur SVM

Um den SVM-Algorithmus theoretisch behandeln zu konnen, bendtigen wir neben der
urspriinglichen und der zugehorigen dualen Formulierung eine dritte Formulierung des Opti-
mierungsproblems. Bisher gilt fiir den Klassifizierer aus Definition 4.33:

rSVM,K . SVM,K
FEEME = sign(830M 5,

wobei 85 ‘éM ‘K eine lineare Funktion der Minimierer a; ist. Unser Ziel ist es, das Problem so
umzuformulieren, dass 85 ‘éM’K direkt ein Minimierer ist und nicht aus einer Funktion der
Minimierer entsteht. Idealerweise erhalten wir eine Struktur wie in Abschn. 3.3, Bemerkung

3.8, und konnen dann Eigenschaften von Sf "éM’K direkt auf fn%gM’K iibertragen.

4.6.1 Dritte Formulierung des Optimierungsproblems

Sei K : R x RY — R ein Mercer-Kern und X ¢ R kompakt. Sei & : X — R> aus
Satz 4.36 die Funktion mit K (x, x") = h(x)T h(x’). Wir leiten die neue Formulierung aus
dem primalen Problem der Definition 4.26 her, wobei X; durch A (X;) ersetzt wird und wir
G =(gj)jeN € 22 anstelle von B verwenden, vgl. Gl. (4.36). Eine Minimierung iiber alle
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moglichen Koeffizienten G € R* ist nicht sinnvoll, da fiir G ¢ £ gilt: ||G||% = ?11 g]z =
00.

e Schritt 1: Adaption von Definition 4.26. Seien Ge, ,30,c, £ Minimierer von

. 15 .
min__ S|GI3+C ) &

Gel? ByeR,EcR" ey

unter NB Vi =1,...,n: Yi(GTh(X))+Bo)>1—&, & >0,

dann hat der SVM-Klassifizierer die Form

fSVM K SVM, K(x)) (SSVM K(

(x) = sign(§; ¢ x) = GLh(x) + fo.c.

o Schritt 2: Ubergang zur Minimierung iiber H . Da jede Funktion g € H eine Darstel-
lung ¢ = GTh besitzt, minimieren wir mit G € £ iiber alle Funktionen g € Hg. Die
Norm ||G||% = Z?’;l g? = ||g||%( geht wegen der Isometrieaussage in Satz 4.39 in die

Norm von g in H iiber. Seien ¢, Bo.c, & Minimierer von

1,5 .
min = +C i
perg, B 8l ;s
unter NB Vi=1,...,n: Yi(g(X;)+pBo)>1-%&, & =>0. (451

dann hat der SVM-Klassifizierer die Form

ASVM,K SSVM,K §SVM.K
fuc (x)),

(x) = sign(§,; ¢ (x) = &) + Po.c

e Schritt 3: Elimination von . Fiir jedes feste g € Hy und By € R minimiert & (g, fo) =
(gl (g, Bo))i=1,...,n mit

0, Y; X; >1,
Ei(g. o) = { A (1= Yi(g(Xi) + o)™

1 —Y;(g(Xi) + Bo). Yi(g(Xi)+ Bo) <1

den Ausdruck Gl. (4.51) in & € R". Einsetzen dieses Resultats in Gl. (4.51) und Mul-
tiplikation mit % > 0 sowie die Substitution A := ﬁ liefert das folgende reduzierte
Problem:

min {nZ(l—Y<g(X>+ﬁo))++x lellz

geHk . poeR
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Damit konnen wir das Optimierungsproblem der SVM in der in Kap. 1 eingefiihrten Schreib-
weise als Minimierer eines empirischen Risikos mit zusitzlichem Bestrafungsterm schrei-
ben, und der Minimierer entspricht direkt 35 ‘éM’ K.

Lemma 4.45 (SVM-Klassifizierer, Formulierung mit Bestrafungsterm) Sei 1 > 0 und

C so gewihlt, dass A = ﬁ Sei

HE = (8(x) = 80(x) +b: 80 € Hk,b € R}

Definiere L(y, s) := (1 — y - )T, die sogenannte Hinge-Verlustfunktion. Sei

J(8) := [18oll% -
Dann ist
R 1 <A -
SSVME e argmin { ~ Y L(¥;, 8(X0) + A+ J(8) 4.52)
SEHI;( n i=1
~SVM,K aSVM,K

sowie 0.C (x) = sign(8n’c (x)).

Bemerkung Laut der Darstellung in Definition 4.33 gilt: S;i‘éM K e ¢ mit

n
C:=1{:R" > R[6(x) =) a;K(X;,x)+bmita.....a, R, beR) CH.

i=1

Das ist bemerkenswert, weil von 85 c € H’;( zunéchst nur die Form

Fa) =" aiK(xi,x) +b

i=1

mit geeigneten x; € RY, b,a; € R (i € N) erwartet wird, d.h. eine Summe mit unendlich
vielen Summanden. Wir geben einen kurzen heuristischen Beweis, wie auch ohne die vorhe-
rige Formulierung aus Definition 4.33 anhand von Gl. (4.52) eingesehen werden kann, dass
sogar Sf,‘éM’K € C gilt: Seid(x) = b+ p1(x)+ pa2(x), wobei p1 (x) = Z?:l a; K(X;, x)und
preCti={peHg: VgeC:{(p, gk =0} (Ct ist das orthogonale Komplement von
C in Hg bzgl. des Skalarprodukts (-, -) k). Dann gilt wegen der Reproduktionseigenschaft
des Kerns (vgl. Satz 4.39) firi =1, ..., n:

K(X;,)eC

,(Xi) = (o2, K(X;, Nk 0
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Es folgt

%ZZ<Y,~,6(X,-)> +a-J(0)

i=1

1 -
= =2 LW b+ pi (X)) + 4 (J (o) + T (02)
i=1

1 o -
= L0 b+ (X)) + 2 T (o),

i=1

v

d.h., jedes 6 mit p» # 0 ist mindestens genauso grof} wie das entsprechende Gegenstiick
mit pp = 0. Daher hat ein Minimierer von GI. (4.52) die Form §(x) = b + p;(x).

4.6.2 Die Modellannahme

Mit der Interpretation aus Bemerkung 3.8 schitzen wir mit 35 ‘éM’K also eine optimale

Diskriminantenfunktion §*. Damit sign(Siy‘éM Ky = fn%M K f* gelten kann, muss
Sf‘éM’K — §* gelten und die Kalibrierungsbedingung (K1)

J* = sign(8%)

erfiillt sein. Damit das Excess Bayes Risk von SS%MK bzgl. L auf das Excess Bayes Risk
von fn%gM’L bzgl. der 0-1-Verlustfunktion iibertragen werden kann, benstigen wir eine Risi-

kotibertragungsformel (K2) (vgl. Abschn. 3.3). Das folgende Lemma liefert beide Resultate:

Lemma 4.46 Sei L die Hinge-Verlustfunktion und n(x) := P(Y = 1|X = x). Dann gelten
folgende Aussagen:

(i) (K1) Der Minimierer

§* eargmin R(8),  R(8) :=EL(Y,8(X))
§:X—R

erfiillt 8 = f* und insbesondere f* = sign(6*) PX-f.s. auf der Menge {x € R? :

n(x) ¢ {0, 3, 1}).
(i) (K2) Fiir jedes § : X — R mit f = sign($) gilt:

R(f) — R(f*) < R(8) — R(8*)
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Beweis
(i) Die Hinge- Verlustfunktion erfiillt L (y,5) = ¢p(—ys) mitp(z) = (14+z)™". Wir wenden
Lemma 3.10 an und erhalten:

8 (x) € arg min ®,(y)(2),

zeR

PXf.s. auf {x € R? : n(x) ¢ {0, 1, 1)}, wobei

(@) =g+ o@QU-—m=>0-2Tn+1+2)7A-n.

Es ist leicht zu sehen, dass fiir n € (%, 1) dieser Ausdruck durch z = 1 und fiir
n € (0, %) durch z = —1 (eindeutig) minimiert wird. Daraus ergibt sich auf {x € RY :
n(x) ¢ {0, 3, 1):

1, et n,
arg min &,y (z) = ) € (3 1) = f*x), xeX
zeR _1’ n(-x) € (0’ i)
(i) Wir haben gesehen, dass
. 20—, n=3
H(n) = min ®,(z) = .
ek 21, n<}i

Esfolgt 1 —H(n) = 2|% —n|. Damit ist die Voraussetzung von Lemma 3.11 mitc = %

und s = 1 erfiillt, und wir erhalten die Behauptung.
(Fiir den Hinge-Verlust ist (ii) auch leicht elementar einzusehen).

Mit diesen Ergebnissen liegt die Basis vor, um eine Modellannahme zu formulieren. Der
Raum H};( (in welchem unsere Schitzer 35 "éM’K liegen) enthélt bei Verwendung der von uns
vorgestellten und in der Praxis verwendeten Kerne (GauB3-Kern, Polynomkern) nur stetige
Funktionen. Dies steht kontrér zu der Feststellung aus Lemma 4.46, dass §* = f*, d.h.
8*(x) € ¥ = {—1,+1}, x € X eine unstetige Funktion ist. Daher kdnnen wir nicht als
Modellannahme stellen, dass §* € H’[’<. Wir miissen hoffen, dass §* sich geniigend gut
durch Funktionen aus H?( approximieren lésst, d. h., eine Folge §; € HP m e N, existiert
mit §* = lim,,_, &)}, wobei die Konvergenz hier nicht bzgl. || - ||x von Hl}(, sondern bzgl.
der Norm eines groleren Raumes gemeint ist, der H% enthilt. Eine passende Wahl fiir diesen
groBeren Raum ist L' (X’) mit Norm Al ) = fX |h(x)| dx. Die Modellannahme lautet
dann:

Modellannahme 4.47 (SVM mit Kern K) Es gilt §* € L!(X), und es gibt eine Folge
(8} )men € H?{ mit [|6% — & | L1 xy = 0 (m — 00).



4.6 Theoretische Resultate zur SVM 135

Die Modellannahme stellt damit eine Bedingung an die Reichhaltigkeit der Funktionen in
’H[;(. Nur wenn sich §* gut durch Funktionen aus H‘;( approximieren lésst, ist die Modell-
annahme erfiillt.

Im Allgemeinen kénnen wir nicht hoffen, dass S}f‘éM K eine gute Approximation von §*
darstellt. Der SVM-Algorithmus forciert, dass die Darstellung

n
Srdt ) =Y aiY - K(Xi,x) + foc (4.53)
i=1

nur wenige Summanden enthélt (nur wenige &; # 0) und damit S,f "éM ‘K eine sehr glatte, dif-
ferenzierbare Funktion ist. Zur Darstellung einer unstetigen Funktion ist jedoch die Nutzung
unendlich vieler Summanden notwendig. Eine gute Niherung durch S;f‘éM K ist daher erst
fiir sehr viele, dicht liegende Trainingsdaten zu erwarten, bei denen auch viele Summanden
in Gl. (4.53) mittels &; # 0 aktiviert werden.

4.6.3 Theoretische Resultate fiir das Excess Bayes Risk
Eine schlechte Approximation von §* durch gi‘/cM’K muss jedoch nicht zwangslaufig ein
grofes Excess Bayes Risk nach sich ziehen. Entscheidend ist vor allem, dass die Vorzeichen
der Funktionen §* und 35_‘2M’K tibereinstimmen und entsprechend Ié(gf"éM’K) — R(8%)
klein ist. Um dies quantiﬁZieren zu konnen, ist es notwendig, dass ein Resultat in die Kon-
vergenzrate auch den Approximationsfehler
inf R(8) — R(8™)

8 EH';(
einbezieht. Das folgende Ergebnis ist entnommen aus [7, Theorem 3.1] (unter Nutzung von
d(x) = 2x2,M = 1und 8 = n~!inder dortigen Notation). Zur Vereinfachung wird davon
ausgegangen, dass §* bereits durch H g ausreichend beschrieben werden kann, d. h., anstelle
von H?( wird in GL. (4.52) tiber Hx minimiert und die Modellannahme entsprechend mit
‘Hk anstatt H};( formuliert. Das Resultat kann fiir beliebige Verteilungen von X formuliert
werden; zur Vereinfachung der Notation beschrinken wir uns hier auf gleichverteilte X
(ansonsten sind die Werte A ; verschieden von den Werten im Satz von Mercer 4.36).

Satz 4.48 EsseiX = [0, 1]7und K : X x X — R ein Mercer-Kern mit sup, .y K(x,x) <
1. Es sei X gleichverteilt auf [0, 119. Es gebe Konstanten ng, n; > 0 mit

Fiirallex € X :

1
n(x) — 5' >0,  min{n(x), 1 —n(x)} = 1. (4.54)
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Seien A; > Ap > ... die Werte aus dem Satz von Mercer 4.36. Sei sy(n) := \/Lﬁ

inf,en {% + /Zj>a Aj } Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 unabhéngig von d, n,
so dass fiir alle

1 1
A S {W) + M] (4.55)
m n
und d = d, gilt:
Tim P (RGT) = R6™ = Aatn) + vam) =0, (4.56)

wobei

Va(n) =24 - |:16+cﬂ:|, Ag(n) :=2 inf [1%(5) — R(%) +4x||8||§<].
1o seHk

Bemerkung 4.49
e Wegen Lemma 4.46 gilt

R(FSYMEY _ R(f*) < RESVME) — R(s™,

und das Resultat kann unmittelbar auf das Excess Bayes Risk des SVM-Klassifizierers
fnS,ZM’K (bzgl. 0-1-Verlust) iibertragen werden.

e Die Bedingung in Gl. (4.54) ist die low-noise condition aus Definition 3.12 mit ¢ = 1.
Sie fordert, dass n(x) = P(Y = 1|X = x) wegbeschrinkt von 0, % 1 ist. Anschaulich
bedeutet diese Bedingung, dass es keine ,,schwierigen (n(x) = %) und keine ,,eindeuti-
gen” (n(x) € {0, 1}) Entscheidungen fiir eine Klasse gibt.

e Die Abhingigkeit von der Dimension d der Trainingsdaten geht durch die Eigenwerte A
und damit iiber die Funktion s;(n) in A ein. Durch die Bedingung in Gl. (4.55) werden
zu kleine Werte von A (d.h. zu gro3e Werte von C) ausgeschlossen.

e Der Summand A, (n) der Rate quantifiziert den Approximationsfehler, der durch die
Modellannahme verursacht wird (wir nehmen an: 8* € L!(X), aber nutzen nur S;%M =
‘H g zur Schitzung). Auch fiir viele andere in diesem Buch vorgestellte Algorithmen exis-
tieren solche Resultate mit expliziter Einarbeitung des Approximationsfehlers. Da aber
im Gegensatz zur SVM bei den anderen Algorithmen eine Modellannahme formuliert
werden kann, fiir welche der Approximationsfehler als null angenommen werden kann,
lassen wir dessen Beschreibung dort der Ubersichtlichkeit halber weg.

e Istd,, € Hg,m € Neine Folge mit |5, — §*||; — 0 (vgl. Modellannahme 4.47), so gilt
R(8,) — R(8%) < |18,y — 8*|l1 — 0, da X gleichverteilt auf [0, 1]¢. In diesem Fall gilt
fiir den Approximationsfehler:

Aa(n) < 2[118m — 8%l + 4% - 18w 11%]
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Da 6* ¢ Hg nicht stetig ist, gilt allerdings ||5,, ||%( — 00 (m — 00). Je nach gewihltem
Kern K sind somit genauere Informationen iiber die Rate ||8,, — 8*||1 und |8, ||%( notig,
um eine Bedingung an A = X, stellen zu kénnen und eine Folge m = m(n) zu finden, so
dass Ay(n) — 0. Diese zusitzliche Bedingung an A, die im Allgemeinen dazu fiihrt, dass
A noch grofBer als in Gl. (4.56) gewihlt werden muss, verlangsamt die Rate Az (n)+yq(n).

Wir zeigen nun, welche Raten y,4(n) fiir Gau3- und Polynomkern erreicht werden kénnen.

Wie gerade bemerkt, ist die tatsdchlich erreichte Rate des Excess Bayes Risks von fAnSZM K
jedoch langsamer und hingt davon ab, wie gut §* durch Funktionen aus Hg approximiert

werden kann.

Beispiel 4.50 (Anwendung auf den Polynomkern) Falls K (x, x') = K} W, x) = 1+
xTx"P der Polynomkern mit p € N, so gibtes ¢(p,d) € Nmit A; = 0 fiir j > c(p, d).
Grob approximiert ist c(p, d) < C - 2PdP mit einer Konstanten C unabhingig von p, d,
vgl. Lemma 4.35 fiir den Spezialfall p = d = 2.

Es folgt y; = 0 fiir j > c(p, d). Daher ist s4(n) < C(’,’—l’d). Wihlen wir A entsprechend
Gl. (4.55) mit ,,=*, so erhalten wir unter der Annahme c(p, d) > log(n log(n)):

,d
va(n) <4 |:16 + cﬂi| : p.d)
7o n

Je groBer p, desto schlechter wird das Verhiltnis von d zu n, bei welchem noch Konvergenz
gegen null erwartet werden kann. Gleichzeitig sinkt mit p aber auch der Approximations-
fehler A;(n), da der Raum H Kol grofer wird.

P

Beispiel 4.51 (Anwendung auf den GauBlkern) Falls K (x,x) = K;“'(x,x) =
exp(—y|lx — x’||%), so gilt fiir j € N nidherungsweise A; < cl(czj)d,o(y)j mit Konstanten
c1, ¢2 > 0 unabhingig von d und p € (0, 1), vgl. [38, Example 1].

Eine grobe Abschitzung liefert jsatj = €3 (lii;;)d
unabhéngig von d, y. Wihlen wir a so, dass

0% mit einer Konstanten ¢3 > 0

1 -,
—_— =y s
Ji- Ca=pd”

folgt s4(n) < c4 mit einer Konstanten ¢4 > 0 unabhingig von d. Wihlen wir A ent-
sprechend Gl. (4.55) mit ,,=", so erhalten wir unter der Annahme d log(d) > log(n log(n)):

]
va(n) < 4 [16+cﬂ] < dlog@
0 n

dlog(d)
n

Fiir GauB3-Kerne wurde in [31] eine alternative Modellannahme in Form einer soge-
nannten geometric noise condition an die GroBe |n(x) — %| formuliert, unter welcher der
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Approximationsfehler explizit berechnet werden kann. Unter der dort getroffenen Annahme
gilt mit Konstanten og,,, geo > 0 unabhiingig von d (vgl. [31, Theorem 2.7]):

81y \ /2
Aa(n) < i~ (7) + 8Cge0(2d)se0?/2 .y ~geod/2

Wie man sieht, ist auch die Wahl des Abstiegsparameters y > 0 im GauB-Kern K 5”"”
elementar, um einen guten Approximationsfehler zu erhalten. Der Ausdruck A;(n) wird
1

klein fiir y = y(A) = A~ ©@eo¥D In [31, Theorem 2.8] wird gezeigt, dass eine sinnvolle

c(ageo)

Wahl von y durch n™ < — gegeben ist, wobei c(ageo) eine Konstante abhiéingig von o0
ist. In der Praxis sollte y also mit der Anzahl der Trainingsdaten n wachsen (was fiir einen
steileren Abstieg sorgt), aber mit der Dimension d fallen.

4.7 Ubungen

1. Implementieren Sie die Algorithmen fnLDA und anDA aus Definition 4.3 in R und
wenden Sie diese auf die Modelle aus Beispiel 4.4 und 4.5 an.

2. Zeigen Sie die Aussagen aus Lemma 4.21.

3. Implementieren Sie den SVM-Klassifizierer fns ZM’K mit frei wihlbarem Bestrafungs-
parameter C und Kern K mittels Definition 4.44 und wenden Sie ihn fiir verschiedene
C, K auf die Daten aus Beispiel 4.28 an.

4. Erweitern Sie den implementierten SVM-Klassifizierer unter Nutzung der Methoden aus

Bemerkung 3.15, um ihn auf die Drei-Klassen-Probleme aus Beispiel 4.4 anzuwenden.
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In diesem Kapitel betrachten wir einige elementare Algorithmen aus der Nichtparametrik.
In diesem Teilgebiet der Statistik werden die Modellannahmen f* € F so allgemein wie
moglich gehalten. Im Gegensatz zu den vorherigen Kapiteln nehmen wir nicht mehr an,
dass F

e nur durch endlich viele Parameter beschrieben wird (vgl. lineare Modelle fiir Regression,
Kap.2) oder

e durch abzihlbar viele Parameter beschrieben wird und sich jedes f € F bzw. damit ver-
kniipfte Diskriminantenfunktionen als unendliche Linearkombination von fest vorgege-
benen Basisfunktionen darstellen lisst (vgl. Reproducing Kernel Hilbert Spaces, Kap. 4,
dort war die Basisfunktion durch die zum Kern gehorige Orthonormalbasis gegeben) und
somit die Form des Entscheidungsrands bereits durch die Modellannahme bereits grob
vorgegeben ist.

Stattdessen wollen wir nur allgemeine strukturelle Annahmen an f* oder die Diskrimi-
nantenfunktionen stellen. In diesem Kapitel machen wir dies durch die Annahme, dass bei
Regressionsproblemen f* stetig differenzierbar ist.

Die nichtparametrische Statistik stellt auch Theorien fiir allgemeinere Strukturannahmen
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sierungsfehler fiir monotone oder Holder-stetige Funktionen angegeben werden. Fiir solche
Resultate verweisen wir zum Beispiel auf [34].
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5.1 Nichtparametrische Algorithmen fiir Regressionsprobleme

In diesem Abschnitt betrachten wir Regressionsprobleme mit quadratischer Verlustfunktion.

5.1.1 Herleitung und Motivation

Sei C > 0. Wir definieren die Menge der stetig differenzierbaren Funktionen mit durch C
beschrinkter Ableitung,

F:={f : X > R|f ist stetig differenzierbar und sup sup [dx; f(x)| < C}.
xeX j=1,...d

Die Modellannahme an f* lautet dann:

Modellannahme 5.1 (Nichtparametrische Regression — Version 1) Es gibt C > 0 mit
f* e Fc.

Die Beschrinkung der Ableitung durch C ist fiir theoretische Resultate notwendig.

Fiir i.1.d. Trainingsdaten (X;, Y;), i = 1, ..., n erwarten wir bei einem Regressionspro-
blem folgende Struktur: Definieren wir &; := Y; — f*(X;), so sind auch ¢;,i = 1,....,n
i.i.d. mit E[g;|X;]=0,i =1, ..., n, und es gilt

Yi=f"X)+e, i=1..,n (5.1)
Wir erwarten also, dass ¥; durch eine von ¢; verrauschte Anwendung von f* aus X; entsteht.

Zur Illustration betrachten wir folgendes Beispiel fiir den Spezialfall eindimensionaler X;:

Beispiel 5.2 (Eindimensionales Regressionsproblem) Die Daten X;, i = 1, ..., n seien
gleichverteilt auf X = [0, 1], und es gelte

Y = f(Xi) +ei, i=1,..,n,

wobei g; ~ N(0,¢62), ¢ = 0,5 und f*(x) = sin(2mx).
Ein Beispiel fiir n = 50 gezogene Trainingsdaten ist in Abb. 5.1a dargestellt.

Im Folgenden betrachten wir die quadratische Verlustfunktion L(y,s) = (y — s)%. Eine
direkte Verwendung des Standardansatzes aus Abschn. 1.3, die Minimierung des empiri-
schen Risikos

. 1 <
Ra(f) =~ LY, f(X0)

i=1
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Abb.5.1 an = 50 Trainingsdaten aus Beispiel 5.2, b Darstellung der Berechnung des gleitenden Mit-
telwerts an einer Stelle x = 0,5, ¢ Darstellung des gleitenden Mittelwerts fiir drei verschiedene Band-
breiten & € {0,03, 0,1, 0,5}, d Darstellung des Kern-Regressionsschitzers mit 2 € {0,02, 0,06, 0,3}

tiber alle f € Fc, ist nicht sinnvoll, da es (fiir C grof3 genug) offensichtlich Minimierer f
mit der Eigenschaft f(X )y=Y;,i =1, ..., nund damit R (f) = 0 gibt.
Stattdessen verwenden wir zunichst einen grafischen Ansatz: Da f* als differenzierbare
Funktion stetig ist, gilt:
P * * s YimfU(XD) * B
|x—X;|,klein® = [f"(x)—f"(X;)| ,klein > |f*(x)=Y;| ,klein“ (5.2)
Das bedeutet, fiir ein fest vorgegebenes x € X konnen wir f*(x) wie folgt anndhern: Wir
suchen eine Beobachtung X; in der Nihe von x und nutzen dann f*(x) ~ Y;. Aufgrund
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des zusitzlichen zufilligen Fehlers ¢; in GI. (5.1) ist ¥; jedoch im Allgemeinen noch keine
gute Schitzung fiir f*(x).

Zur Entfernung des Einflusses der ¢; suchen wir daher nicht nur eine Beobachtung X;
in der Nihe von x, sondern alle Beobachtungen, die nicht weiter als eine fest vorgegebene
Distanz & > 0 von x entfernt liegen, und schitzen f*(x) durch den Mittelwert aller zuge-
horigen Beobachtungen Y;. Dieses Prinzip nennt man gleitenden Mittelwert; in Abb.5.1b
ist das Vorgehen fiir die Trainingsdaten aus Beispiel 5.2 verdeutlicht. Eine Formalisierung
dieses Ansatzes ergibt folgende Definition:

Definition 5.3
Sei i > 0. Dann heif3t

Zie{l ..... n}:|X;—x|<h Yl

; , x e R,
#{iell,...,n}:|X;—x| <h}

@) =
Gleitender-Mittelwert-Algorithmus (oder Histogramm-Schdtzer) mit Bandbreite h. ¢

In Abb.5.1c ist A;Lg';z angewandt auf die Trainingsdaten aus Beispiel 5.2 mit verschiede-
nen Bandbreiten /2 zu sehen. Offensichtlich ist eine gute Wahl von & entscheidend fiir ein
niedriges Risiko R( ;‘%’Z’):

Bemerkung 5.4 (Bandbreitenwahl)

e Bei zu grofien Bandbreiten 4 zieht f:f r;; (x) zu viele Beobachtungen zur Schitzung von
f*(x) heran und wird zu ,,flach®, d.h., ffr;: liefert eine systematisch falsche Schitzung
von f*.

e Bei zu kleinen Bandbreiten 4 hingegen nutzt f,f ’Z (x) zu wenige Beobachtungen in der
Nihe von x zur Schitzung von f*(x). In diesem Fall wird die grobe Form von f* zwar
erkannt, aber die durch fng’Z reprisentierte Funktion ist zu gezackt, d.h., fngr;' hingt zu
stark von den Trainingsdaten ab, hat also eine zu hohe Varianz. Im Extremfall ist ﬁlg’h" an
einigen Stellen gar nicht definiert, da der Nenner (und der Zghler) null sind.

Im spiter folgenden Satz 5.9 wird dieses Verhalten theoretisch untermauert. Die Bandbreite
h kann als Tuningparameter des Algorithmus aufgefasst werden, eine sinnvolle Auswahl
wird dann beispielsweise durch Cross Validation gewihrleistet.

5.1.2 Kern-Regressionsschatzer

An Abb. 5.1c ist ersichtlich, dass fng ’Z keine stetigen Funktionen liefert. Der Grund ist, dass
ff’;: (x) bei langsamer Verschiebung des Werts x seinen Wert abrupt dndert, sobald ein
neues Trainingsdatum in den Einzugsbereich [x — &, x + A] von x eintritt. Aufgrund der
Modellannahme f* € F¢ istes jedoch wiinschenswert, dass ein Algorithmus zur Schitzung
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von f* dieselben Glattheitseigenschaften wie f* besitzt. Im Folgenden modifizieren wir
den gleitenden Mittelwert zu einer glatten Funktion. Setzen wir

W) 1IL @ 1, uel-1,1] 53)
w) = Sl = : .
2 b 0, ueR\[—1,1]
so erhalten wir die alternative Schreibweise
o w (5,
SE @ = , xeR, (5.4)

S (X5)

von f:fr;f Dies erlaubt die Interpretation von ff';: (x) als gewichtetes Mittel aller Y;, wobei

die Gewichte der einzelnen Beobachtungen Y; durch K (X”h_ ") gegeben sind. Durch W in

Gl. (5.3) wird jede Beobachtung entweder mit Gewicht 1 oder 0 in die Berechnung einbezo-
gen. Durch Rekapitulation des urspriinglichen Ansatzes (5.2) ist klar, dass die Qualitiit von

;f';f (x) verbessert werden kann, wenn Beobachtungen Y; mit kleinem Abstand |X; — x|
stirker gewichtet werden als solche mit grolerem | X; — x|.

Formal kénnen wir dies durch eine Anderung der Funktion W erreichen:

o Ist W stetig, so erhilt automatisch auch der Algorithmus in Gl. (5.4) diese wiinschens-
werte Eigenschaft.

e Anschaulich sollte W(0) grof3 sein und W (u) — O fiir u — soo gelten, diese Bedin-
gungen werden fiir theoretische Resultate aber nicht benotigt.

e Da W inGl. (5.4) in Zihler und Nenner in gleicher Form vorkommt, kann ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit eine Normierung von W verlangt werden. Damit W in Zih-
ler und Nenner getrennt einer ,,Gewichtung entspricht, verlangen wir die Normierung
[ W) du = 1.

Eine Erweiterung des Prinzips auf d-dimensionale Trainingsdaten erreichen wir durch
Erweiterung der Funktion W auf den Definitionsbereich RY:

Definition 5.5
Eine stetige Funktion W : RY — [0, oo) heiBt Kernfunktion, falls fRd W) du = 1. ¢

Beispiele fiir d-dimensionale Kernfunktionen konnen aus eindimensionalen Kernfunktionen
W mittels

d
W) = 1_[ W(uj), u=Uy,..., ud)T e R?
j=1

gewonnen werden:
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Beispiel 5.6 (Kernfunktionen)

e W:R >R, W(u) = ﬁ exp(—”2—2) hei3t eindimensionaler Gauf3-Kern,

3

W:RY >R, W) = .

exp(——-=)

(27.[)(1/2

heiflt d-dimensionaler Gauf3-Kern.
o W)= %]1[_1,1](14) heiflt eindimensionaler Rechteck-Kern,

1
W:RY R, W) = 271{”'4”1511
heiBt d-dimensionaler Rechteck-Kern.

Fiir d = 1 sind die beiden Kerne in Abb. 5.2 dargestellt.

Nach diesen Voriiberlegungen konnen wir eine Erweiterung der Idee des gleitenden Mit-

telwerts auf d-dimensionale Daten X; € X C R? wie folgt definieren:

Definition 5.7 (Kern-Regressionsschéitzer)
Seih > 0.Sei W : RY — R eine Kernfunktion. Der Algorithmus

X;—
ok X W (X
Xi—
i w ()

) =

hei3t Kern-Regressionsschdtzer oder Nadaraya-Watson-Schdéitzer mit Kern W und Band-

breite h.

Abb. 5.2 Darstellung des

¢

Rechteck- und GauR-Kern
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Die Aussagen fiir die Wahl der Bandbreite & aus Satz 5.4 gelten entsprechend, in der Pra-
xis erfolgt eine Wahl zum Beispiel durch Cross Validation. In Abb.5.1 ist anh mit dem
eindimensionalen Gauf3-Kern und drei verschiedenen Bandbreiten dargestellt.

5.1.3 Theoretische Resultate

Im Folgenden beweisen wir ein theoretisches Resultat fiir das Excess Bayes Risk von anh
Fiir den Beweis miissen auch Bedingungen an die wahre Dichte g der Beobachtungen X
gestellt werden, die wir mit in die Modellannahme aufnehmen:

Modellannahme 5.8 (Nichtparametrische Regression — Version 2) Es sei X c R¢
kompakt. Es gebe C > 0 mit f* € Fc und g € Fc. Es gebe Konstanten cg in, Cg,max
Cfx,max > 0 unabhingig von d mit ¢ max > Sup,cy g(x) > infcxy g(x) > cg min und
supyex [ ()] < Cfx,max-

Aufgrund der Quotientenstruktur von anh ist eine Berechnung des Generalisierungsfehlers
schwierig. Wir geben unter der Annahme kompakter X und beschréinkter Fehler ¢; eine
obere Schranke fiir ER( fn‘)";l) an. Auch wenn es sich nur um eine obere Schranke handelt,
so ist deren Rate in n, h und d optimal (vgl. [34]).

Satz 5.9 (Excess Bayes Risk von Kern-Regressionschiitzern) Es gelte die Modellan-
nahme 5.8. Weiter gelten folgende Aussagen:

e Es gebe eine Konstante c¢ 0 > 0 mit |e1| < c¢ max £.5.
e W sei eine Kernfunktion mit g W(u)? du < oo und fpg lu|W(u) du < oo.

Dann gibt es eine von x, n, h, d unabhingige Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle x € A
A 1 A 1
MSE (fn‘f“h(x)) <c. [W + hz} . ER (fn%) —R(f) <c- [W + hz} (5.5)
Die oberen Schranken erreichen fiir i = h* := n~ 772 die optimale Konvergenzrate in #n; in

diesem Falle gilt
~ 2
ER(f) — R(f*) <2c-n~ 2, (5.6)

Beweis Wir schreiben fn% = rg’:";’ mit 1, 5 (x) = #Zle W(%) Yi, nn(x) =

# YW (%) Dann gilt

A

fan = %=

ﬂcln,h_;*'gn,h_i_g_gn,h <';1V’Vh_f*)
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Es gilt |Y;| < ¢emax + € f* max f.5. und wegen W(-) > 0 weiter: |f:m| < Ce,max + Cf* max
f.s.
Mit der Regel (a + b)? < 2a? + 2b? erhalten wir:

(Fhe - rrw)

2 N ~ 2 emax T 2c px max A
< 5 (@) = @) - gun ()’ + = 3 o) (8n.n () — g))’
g.min g.min
(5.7
Es gilt
E[ (n.n(x) — g(X))z] = Var(gu(x)) + [Egn.n(x) — g(x)[, (5.8)

und da die X; i.i.d. sind, folgt

X1 —x z—

X
A )g(z) dz — g(x)

1 1
Egnn(x) — g(x) = paEW( ) =8 =15 /Rd e

_ f W) (g (x + uh) — g(x)) du,
Rd

wobei im letzten Schritt u := “* und fRd W(u) du = 1 genutzt wurde. Mit g € F¢
schlieBen |Eg, 4 (x) — g(x)| < Ch - [pq W(u)|u| du. Da die X; i.i.d. sind, gilt

. 1 < X —x 1 X;—x\?
Var(gn,mx)):m;w(w( =) = el (X5 ]

1
<
~ nhd

/ W ()2g (x + uh) du < &7 / W (w)? du.
Rd nh Rd

Einsetzen dieser Resultate in Gl. (5.8) liefert ]E[(g,,,h(x) — g(x))2] < c(# + h?). Da
leil < ce.max f.s., (Xi, &) 1.1.d. und die Struktur

1 & X; —
’;ln,h(x)_f*(x)'gn,h(x):WZW< 7 x)gi
i=1

dhnlich der von g, 5 (x) — g(x) ist, folgen dhnliche Aussagen fiir den ersten Summanden in
(5.7).

Die Aussage fiir das Excess Bayes Risk folgt direkt aus Lemma 1.12. Minimieren der
Funktion h > —Ly 4+ 1 liefert h* = ($)77 -n =77 und L + (h*)? = (472 (14 2).

2
n~4+2. Die im Satz angegebene Wahl von £ erreicht dieselbe Konvergenzrate in n.
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Bemerkung 5.10

e Die Wahl von W hat keinen Einfluss auf die Raten von n, %, d in den oberen Schranken
in Gl. (5.5), sondern nur auf die im Resultat auftretenden Konstanten.

e Wie aus dem Beweis von Satz 5.9 ersichtlich, entspricht der Term #

Summand /42 dem Bias von fnwh Wihrend fiir kleine Bandbreiten % eine hohe Varianz

auftritt, erhilt man fiir gro3e 4 einen hohen systematischen Fehler durch den Bias. Die im

der Varianz, der

Satz angegebene optimale Wahl von A* = n™~ 7 ist nur von theoretischem Interesse und
in der Praxis nutzlos, da mit 2* nur eine (schlechte) obere Schranke des Excess Bayes
Risks minimiert wird, die nur die in n erreichbare Konvergenzrate korrekt abbildet. Das
h, welches das Excess Bayes Risk selbst minimiert, hingt von f* und g ab und ist in
Anwendungsproblemen nicht verfiigbar.

e Fluchder Dimension (engl. curse of dimension): An Gl. (5.6) istersichtlich, dass bei hoher
Dimension d der Eingangsdaten selbst bei optimaler Bandbreite sehr viele Trainingsdaten
notig sind, um ein kleines Excess Bayes Risk zu erhalten. Genauer muss d < log(n)
gelten, damit geméal der oberen Schranke iiberhaupt ER ( fn‘f’h*) —R(f*) > 0(n - 00)
erwartet werden kann.

Der Grund liegt in der sehr allgemeinen Strukturvoraussetzung, die nur Differenzier-
barkeit fiir f* fordert und damit keine globalen Eigenschaften von f* festlegt. Daher
konnen Beobachtungen X; fern von einem Punkt x € X keine hilfreichen Informationen
zur Bestimmung von f*(x) beisteuern. Der Algorithmus f;Wh arbeitet dementsprechend
auch nur ,lokal”, d.h., nur Beobachtungen in der Ndhe von x haben einen starken Ein-
fluss auf die Schitzung von f*(x). Damit also anh ~ f* iiberhaupt erwartet werden
kann, muss eine grof3e Dichte an Beobachtungen im ganzen Raum X" vorliegen, bzw. in
der Néhe von jedem x € X miissen sich einige Beobachtungen X; befinden.

Als Beispiel betrachten wir X' = [0, 11¢. Wir wollen erreichen, dass jeder Punkt x € X
hochstens einen Abstand von 0,1 zu einem Trainingsdatum X; besitzt. Im Falle d = 1
wird dafiir n > 5 benétigt (im Falle n = 5 miisste {X;,i = 1, ..., 5} genau der Menge
{0,1,0,3,0,5, 0,7, 0,9} entsprechen). Im Falle d = 2 sind bereits n > 52 Daten notig und

allgemein n > 5¢. Damit ergibt sich allgemein die Forderung d < iggg’; . Damit fiir die

Berechnung von fn% (x) mehrere relevante Trainingsdaten zur Verfiigung stehen, muss
daher d < log(n) gelten, was genau der oben aus der Theorie hergeleiteten Bedingung
entspricht.

e Der Fluch der Dimension ist letztlich eine Konsequenz aus der allgemeinen Modellan-
nahme, d.h. der grolen Komplexitit von F¢. Damit ist zwar der Approximationsfehler
von anh gering, aber der Schitzfehler sehr hoch. Man kann zeigen (vgl. [34]), dass kein
Algorithmus eine bessere Konvergenzrate des Excess Bayes Risks als die oben stehende
haben kann.

e Sind f*, g nicht nur einmal, sondern k-mal differenzierbar (k € N) mit der durch eine
Konstante C > 0 beschrinkten k-ten Ableitung, so kann mittels Taylor-Entwicklungen
und weiterer Annahmen an den Kern W gezeigt werden: ER( fn%) —R(f* <c: [# +

hzk]. In diesem Fall ergibt sich mit 4 = h* = n_ﬁ fiir das Excess Bayes Risk die
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obere Schranke ER( fn%) — R(f*) < cn_%. Der Fluch der Dimension kann also
durch die Annahme, dass f*, g geniigend oft differenzierbar sind (z.B. 2k =~ d), und
die Verwendung eines geeigneten Kerns W verhindert werden. Tatsidchlich wird in der
Praxis aber selten £ > 2 angenommen. Ab k = 3 fordert das theoretische Resultat, dass
der Kern K auch negative Werte annehmen muss, was bei zu geringen Datenmengen zu
Instabilitdten der Schitzung fiihrt. Diese konnen nur vermieden werden, wenn tatséchlich
die k-te Ableitung von f* durch eine Konstante C beschrinkt ist, was de facto aber nur
Polynome niedrigen Grades erfiillen.

5.2  Nichtparametrische Algorithmen fiir Klassifikationsprobleme

Wir betrachten hier Klassifikationsprobleme mit K Klassen, d.h. YV = {1, ..., K}. Zur
Bestimmung des Risikos nutzen wir die 0- 1-Verlustfunktion. In diesem Fall lautet die Bayes-
Regel f*(x) = arg maxye(; g} P(Y = k|X = x), vgl. Lemma 1.3.

Zur Bestimmung von geeigneten Klassifizierern nutzen wir die Form der optimalen Dis-
kriminantenfunktionen in Lemma 3.4: Es gebe eine Wahrscheinlichkeitsdichte g von X, und
es gebe bedingte Dichten g := fx|y=« von X gegeben Y = k bzgl. des Lebesgue-Mafles
auf RY. Weiter sei 7 = P(Y = k). Wir bestimmen zunichst Schitzer fiir die optimalen
Diskriminantenfunktionen S,’: (x) = gk (x)my und dann fiir

f*(x) = arg max &} (x). (5.9)
ke(l,....K}

Die Schitzung von 7y ist durch

R #ie{l,..n}: Y=k} 1«
T = =

. - Z Ly, =k

moglich. Im Folgenden motivieren wir, wie die Wahrscheinlichkeitsdichten g; geschitzt
werden konnen. Wir motivieren dies fiir die Dichte g von X und iibertragen die Resultate
dann auf g = fx|y=«.

5.2.1 Herleitung des Kern-Dichteschatzers

Im Beweis von Satz 5.9 wurde bereits gesehen, dass g,ffh (x) == # YW (%2 eine
Schétzung von g mit guten theoretischen Eigenschaften liefert. Wir halten folgende Defini-
tion fest:
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Definition 5.11 (Kern-Dichteschéitzer)
Seih > 0und W : RY — R eine Kernfunktion. Dann heift

A 1 " X,'—x
8np(X) = WZW ; , xeX

i=1

der Kern-Dichteschditzer mit Bandbreite 4 und Kern K fiir die Dichte g von X. ¢

Anschaulich legt g,fV ;, um jedes Trainingsdatum X; einen Hiigel in Form der Kernfunktion
W und wertet durch gz,fV , (x) aus, wie viele Beobachtungen in der Ndhe von x € X erhalten
wurden. Da die Dichte g(x) angibt, wie wahrscheinlich Beobachtungen in der Néhe von x
sind, liefert §f , (x) damit auch grafisch eine naheliegende Schétzung. In Abb. 5.3 ist dies
fiir eindimensionale Beobachtungen (d = 1) illustriert.

Eine theoretische Herleitung von g;? ; ist fiir eindimensionales X = R wie folgt mog-
lich: Ist g die Dichte von X bzgl. des Lebesgue-Mafles und G(x) = P(X; < x) deren
Verteilungsfunktion, so gilt

Gx+h)—Gx—h) — lm Px—h<Xi<x+h)
2h T >0 2h '

§(®) = G'(x) = lim

Ist 1 fest gewihlt, so gilt wegen des starken Gesetzes der grof3en Zahlen:

1 n
=2 Lahetn (XD = Bl vin (X)) =P —h < X1 < x+h)
i=1

Vertauschung der beiden Grenzprozesse liefert den Ansatz

Abb.5.3 Veranschaulichung Kern-Dichteschitzer mit Bandbreite h = 0.4
: w
des Vorgehens beim S — Dictteg
+  Beobachtungen
Kern-Dichteschitzer -~~~ Um Beobachtungen gelegte Kerne
—— Kern-Dichteschatzer mit h= 0.4

Dichte
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) 1 <1
Gnn(r) = — le 5 Lo xtm (Xo).

Das bedeutet, g, »(x) zéhlt, wie viele Beobachtungen X; sich in der Nihe von x befinden,
wobei jede Beobachtung X; mit |X; — x| < h als ,,nahe” an x gilt. Das Resultat wird
durch 2nh geteilt, damit g, j, die Normierungsbedingung einer Wahrscheinlichkeitsdichte
[ g(x) dx = 1 erfiillt; dabei entspricht der Faktor n der Anzahl der verwendeten Beobach-
tungen, und der Faktor 2k nimmt Bezug darauf, dass jede Beobachtung in Bezug auf die
gesamte x-Achse 2h-mal gezéhlt wird. Schreiben wir nun wieder

1 & X —x
A R
) = 3w (X

mit dem Rechteck-Kern W (x) = %1[,1,1] (x) und ersetzen dann W durch beliebige Kerne,
erhalten wir den oben definierten Kern-Dichteschitzer g;?h.

Die Aussagen iiber die Qualitit von g;" , in Abhéngigkeit von & lassen sich von den
Aussagen iiber anh aus Satz 5.9 iibertragen. Beispielsweise gilt unter geeigneten Annahmen
an g die Abschitzung E[(3,), (x) — g(x))*] < c(-

i h2) mit einer Konstante ¢ > 0 fiir
allex € X.

5.2.2 Klassifikation mit Kern-Dichteschatzern

Die bedingte Dichte gx = fx|y— driickt aus, welche Wahrscheinlichkeitsdichte X fiir Beob-
achtungen mit ¥ = k besitzt. Wir nutzen dafiir die oben definierten Kern-Dichteschitzer,
indem wir nur Beobachtungen X; mit ¥; = k zur Berechnung nutzen. Ersetzen wir die
GroBen in Gl. (5.9) durch ihre Schitzer, erhalten wir folgende Definition:

Definition 5.12 (Kern-Dichte-Klassifizierer)
Seih > 0,und W : R? — [0, 00) eine Kernfunktion. Definiere

n
r=X  m=#ie{l,..n):Y,=kl, k=1,..K.
n

und

1 X —x

A 1

W - E w .
gk’"'h(x) nkhd ( h )

ie{l,...,.n}:Yi=k
Setze 8 (x) = 7y - &)Y, (x), dann heift

ffﬁkla” (x) := arg max & (x)

k=1,....K



5.2 Nichtparametrische Algorithmen fir Klassifikationsprobleme 151

der Kern-Dichte-Klassifizierer fiir f* mit Bandbreite # und Kern W. ¢

Wie beim Kern-Regressionsschétzer wird £ in der Praxis zum Beispiel mit Cross Valida-
tion gewihlt. Da ff};kl”” maBgeblich auf den Kern-Dichteschitzern §,¥ , basiert, gelten
Bemerkungen iiber den Fluch der Dimension entsprechend.

Zur Visualisierung betrachten wir das folgende Beispiel:

Beispiel 5.13 (Zweidimensionales Klassifikationsproblem) Wir betrachten K = 2 Klas-
sen und ) = {1,2}. Es seien X;1, X;» i.i.d. gleichverteilt auf [0,1], X; = (X;1, Xi2)”.
Unabhéngig davon seien ¢; ~ N (0, 62)i.i.d. mito > 0. Es sei k : RZ - R und

I, k(X;)—¢& =<0
Y, = ey =1{1,2}.
2, K(Xi)—8i>0

Entsprechend ist der Bayes-Klassifizierer des Problems gegeben durch

1, «x(x) <0

*
(x) = -
! 2, k(x)>0
Wir betrachten jeweils n = 300 Trainingsdaten der folgenden Spezialfille (hierbei ist x =
(x1,x2)" € [0, 11°):

(1) « = k1 mitky(x) =x3 —0,5—0,3sin(27rx;) und o0 = 0,2,

(i) & =k mit ko (x) = (x1 — 3) - (x2 — 3) und 0 = 0,05

Die Trainingsdaten und die zugehorigen Ergebnisse von anh’kla” mit zweidimensionalem
GauB-Kern fiir (i), (ii) sind in Abb. 5.4 dargestellt. In Abb. 5.’43—d kann man sehen, wie sich
fn%kl“” bei Anwendung auf die Trainingsdaten von (i) verhilt. Der Algorithmus wurde
angewandt mit dem Gauf3-Kern und drei verschiedenen Bandbreiten. Ist 2 nahe dem opti-
malen Wert fiir 4, so wird der Entscheidungsrand gut geschitzt (vgl. Abb.5.4b). Ist & zu
grof3, wird die Grobstruktur des optimalen Entscheidungsrands nicht mehr korrekt getroffen,
d.h., es gibt einen hohen Bias (vgl. Abb.5.4c). Ein zu kleines 4 fiihrt zu einer Uberanpas-
sung an die Trainingsdaten und zu hoher Varianz des geschitzten Entscheidungsrands (vgl.
Abb. 5.4d). Fiir (ii) ist fn%kl”” nur fiir eine gute Wahl von h dargestellt (vgl. Abb. 5.4f).

Zur genaueren Analyse der Qualitit von in Termen des Generalisierungsfehlers
ermitteln wir zunéchst eine alternative Darstellung. Der in Definition 5.12 verwendete Ansatz

AW klass
fn,h

nutzte Lemma 3.4 mit den ,,vereinfachten” optimalen Diskriminantenfunktionen S;; (x) =
7k - gk (x). Alternativ konnen jedoch auch direkt die optimalen Diskriminantenfunktionen

S5 x):=PY =k|X=x), k=1,...K,
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Abb. 5.4 Anwendung von f W.klass auf jeweils n = 300 Trainingsdaten aus Beispiel 5.13(i), (ii)

n,h
unter Nutzung des zweidimensionalen Gauf3-Kerns. a Trainingsdaten im Fall (i). b, ¢, d fnwh’kla”

fiir Bandbreiten /2 € {0,02, 0,1, 0,3). ¢): Trainingsdaten im Fall Gii). £ £}/ fiir b = 0,1
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verwendet werden. Der Satz von Bayes und der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

liefern:
gk (x)  T&k(x)

g YF megrx)

Setzen wir die oben ermittelten Schitzer fiir my und g ein, erhalten wir wegen
Yot Liyi=hy = 1

Sr(x) =

L | wn X
Se(x) = k- &R () T D it W( - ) Liy,—)
- K AW N P—

Sl T 8y () Loy w (th x)

Da 8 (x) aus 8¢ (x) durch Multiplikation des Nenners (d. h. einer von k£ unabhéngigen Grof3e)

hervorgeht, erhalten wir die folgende alternative Darstellung von fn%kl“”:

Lemma 5.14 Es gilt:

fn‘}‘;’kl“”(x) = arg max & (x), x €X,
’ ke{l,....K}
wobei
Xi—
) W (55) Loy
S (x) ==

S ow (%)

Im Gegensatz zur Formulierung in Definition 5.12 hat 8 direkt die Form eines Kern-

Regressionsschitzers, und Eigenschaften konnen aus Satz 5.9 abgeleitet werden.
Wir geben im Folgenden theoretische Resultate fiir das Excess Bayes Risk von fn“;’ Klass (1)

im Falle zweier Klassen (K = 2) mit ) = {1, 2} an. Die Bayes-Regel bzgl. der 0-1-
Verlustfunktion ist dann wegen Z,%Zl P(Y = k|X = x) = 1 von der Form

. OIS
ff(x) =argmaxP(Y =k|X =x) = o x e X.
kefl,2} 2, ) <3
Analog gilt Y7_, 8¢ (x) = 1 und damit
. 1, §i(x)>1
fWclass () = 1) = 2 xea. (5.10)
’ 2, 51(x) <5

Mit Hilfe des Lemmas 3.5 und den Aussagen fiir den Kern-Regressionsschitzer (Satz
5.9) konnen die Eigenschaften von 8, auf fn%kl”” iibertragen werden. Zur Formalisierung
stellen wir folgende allgemeine Modellannahme an f* bzw. die damit verkniipfte optimale

Diskriminantenfunktion und die Dichte g von X:
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Modellannahme 5.15 (Nichtparametrische Klassifikation) Es sei X kompakt. Es gebe
C > 0,s0dass 8§{(x) = P(Y = I|X = x) erfiillt: §7 € Fc. Es gelte g € F¢ und
inf,cx g(x) > 0.

Wir erhalten folgende Aussage iiber das Excess Bayes Risk von fn%kla”'

Satz 5.16 (Excess Bayes Risk von Kern-Dichte-Klassifizierern) Es sei K = 2 und
Y = {1,2}. Es gelte die Modellannahme 5.15. Weiter sei W eine Kernfunktion mit
Jra W (u)? du < oo und Jga lulW (u) du < oo.

Dann gibt es eine von n, &, d unabhingige Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle x € X gilt:

A 1 1z
ER <ﬁ1‘/’Vh,klass> _ R(f*) <c- [W _|_h2j|

Beweis Wegen Gl. (5.10) und Lemma 3.5 gilt:

ER(AMM9%y — R(f*) < 2E[(1(X) — 87(X)?]"? = 2E[E[ 1 (X) — 87 (x)?1X]]"?
(5.11)

Mit der Definition Z := Ly—_y; giltfiirallex € X: E[Z|X =x] =P =1|X =x) =
ST(x), d.h., die Trainingsdaten (X;, Z;) mit Z; := 1y,—1) folgen einem Regressionsmodell
mit Bayes-Regel §7. Offensichtlich gilt fiir &; = Z; — 67(X;): |&;| < 2. Der innere bedingte
Erwartungswert auf der rechten Seite von Gl. (5.11) entspricht damit dem mean squared
error eines Kern-Regressionsschitzers. Laut Satz 5.9 gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir alle
x € X gilt:

Q 1
E[61() - 570)7] < [W i hz]

Es folgt die Behauptung.

Aufgrund der gleichen Form des Excess Bayes Risk treffen alle Bemerkungen zum
Kern-Regressionsschitzer auch auf Kern-Dichte-Klassifizierer zu, insbesondere leidet auch

fnwh’kl“‘” unter dem ,,Fluch der Dimension*.

5.2.3 Der naive Bayes-Klassifizierer

Neben den hier kennengelernten Kern-Regressionsschitzern und Kern-Dichte-
Klassifizierern gibt es noch viele weitere Ansitze und Methoden der nichtparametrischen
Statistik zur Bestimmung von f* unter der Modellannahme f* € Fc bzw. 8] € Fc.
Eine weitere prominente Methode zur Schitzung von f* in Regressionsproblemen ist bei-
spielsweise der Reihen-Projektionsschitzer (engl. orthogonal series estimator), welcher
f* als Element des Hilbertraums der quadratintegrierbaren Funktionen auffasst, f* als
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unendliche Linearkombination einer geeigneten Orthonormalbasis darstellt und dann ver-
sucht, die Linearfaktoren zu schitzen. Die bei d Dimensionen entstehende optimale Konver-
genzrate des Excess Bayes Risk von n_dlﬁ ist jedoch keine Eigenheit von Kernschitzern,
sondern tritt auch bei Reihen-Projektionsschiitzern auf. Man kann sogar zeigen (vgl. [34,
Minimax-Theorie]), dass unter bestimmten Annahmen keine schnellere Konvergenzrate des
Excess Bayes Risk unter der Modellannahme f* € F¢ moglich ist.

Um mit nichtparametrischen Methoden wie den Kernschitzern also bessere Raten als
n_dl? fiir das Excess Bayes Risk zu erreichen, muss die Modellannahme modifiziert wer-
den. Wir diskutieren hier ein Beispiel fiir die Klassifikation anhand des naiven Bayes-
Klassifizierers. Dieser Algorithmus geht davon aus, dass die Komponenten Xy, ..., Xiq
der Daten X; in jeder Klasse ¥; = k stochastisch unabhiingig sind. Sind g;; := fx Y=k
die bedingten Dichten von X; gegeben Y = k, so fordern wir formal gemil folgender
Definition:

Modellannahme 5.17 (Bayes-Klassifizierer) Es sei X’ kompakt. Fir k = 1, ..., K gelte

d
gk(x) = H gj(xj), x=(x1, .., xa) €RY,
=1

und es gebe C > 0 mit gx1, ..., gka € Fc. Es gelte my € (0, 1), und es gebe cg ip > 0 mit
infyex gij(x) = cogmink=1,..,K,j=1,..,4d).

Dies bedeutet nicht, dass die Komponenten von X unabhéngig sind. Zum besseren Verstind-
nis dieses Unterschieds und der Modellannahme geben wir ein anschauliches Beispiel mit
K = 2 Klassen:

Beispiel 5.18 Es seien X' = R2 Y= {1, 2}. Anschaulich interpretieren wir die Trainings-
daten (X;, Y;),i = 1, ..., n als Messresultate von der Lautstdrke in Dezibel (Komponente
Xi1) und der Flughthe in Metern (Komponente X;») von Silvesterraketen. Es gebe zwei
verschiedene Marken von Raketen, welche durch ¥; = 1 und Y; = 2 angegeben werden, es
gele P(Y) = 1) = P(Y; =2) = 1.

(1) Verhalten sich alle Raketen einer Marke gleichartig, so ist es naheliegend, dass die Laut-
stirke und die Flughohe von Raketen einer Marke unabhéngig sind, d. h., formal sind
die Komponenten X1, X;» unabhingig gegeben Y;. Eine beispielhafte Modellierung
ist durch

60 40 80 60
== (@) (). wmea=(3).(3)
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gegeben, eine Darstellung von n = 100 Trainingsdaten ist in Abb.5.5a zu sehen.
Damit entspricht diese Modellierung der Modellannahme 5.17. Ist die Klasse Y; jedoch
unbekannt, so sind X;i, X;> nicht unabhingig: Eine Beobachtung X; mit X;; = 82
impliziert mit hoher Wahrscheinlichkeit ¥; = 2 und damit X;, &~ 50;ein Wert X; ~ 40
ist dagegen unwahrscheinlich.

(ii) Fiir ein zweites Beispiel nehmen wir nun an, dass Marke 1 gemischt aus zwei Rake-
tenarten besteht, als beispielhafte Modellierung betrachten wir

== ()62 2463
o= (). 3)

In diesem Fall ist die Modellannahme 5.17 verletzt, denn X; in der Klasse ¥; = 1
verhilt sich so wie in (i) alle X; gemeinsam. Ein Beispiel fiir » = 100 Trainingsdaten
ist in Abb.5.5b zu sehen.

Die Modellannahme 5.17 trifft also anschaulich zu, wenn alle gemessenen Eigenschaften
der Objekte einer Klasse unabhingig voneinander sind.

a L arken und Flughdhen von b L arken und Flughdhen von
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Abb.5.5 Verdeutlichung der Modellannahme 5.17 vom naiven Bayes-Klassifizierer mittels der Trai-
ningsdaten aus Beispiel 5.18(i), (ii). a Darstellung der Trainingsdaten aus (i), die Modellannahme ist
erfiillt. b Die Modellannahme ist nicht erfiillt
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Durch eine alternative Formulierung der Modellannahme am Ende des Kapitel (vgl.
Bemerkung 5.21) werden wir die Modellannahme noch einmal aus einer grafischen Per-
spektive formulieren.

Der naive Bayes-Klassifizierer hat seinen Namen von der Tatsache, dass die Modellan-
nahme 5.17 eine Annahme an die Priori-Verteilung gr = fx|y—=« stellt und diese ,,naiv*
ist in dem Sinne, dass die Komponenten der X; gegeben die Klasse ¥; = k unabhiingig
sein sollen. Beim historisch ersten Ansatz dieser Art wurde zusitzlich verlangt, dass die gi
Normalverteilungen folgen, womit eine gewisse Nihe des Algorithmus zur Linearen Dis-
kriminanzanalyse vorliegt. Wir werden die g; jedoch wie zuvor mit Kern-Dichteschétzern
ermitteln:

Definition 5.19 (Naiver Bayes-Klassifizierer)
Seih > 0. Sei W : R — R eine Kernfunktion. Definiere

ﬁ'k:n—k, nk:#{i:Yl‘:k}, k:l,,K
n

Sei : ¥
. N ij —Xj
8kjnh(xj) = ik Z w <T>

iZYi:k

und &enn(¥) = [192) 8jnn(x)). Sei 5 (x) = 7y - §i.n.p(x). Dann heibt

fn%"ai”(x) ‘= arg max & (x)
kell,...K}

naiver Bayes-Klassifizierer. ¢

In Abb. 5.6 ist das Verhalten von ﬁm’mi” mit jeweils durch Cross Validation gewéihltem  fiir
die Trainingsdaten aus Beispiel 5.13(i), (ii) dargestellt. Wihrend in (i) die Modellannahme
erfiillt ist und eine adiquate Schitzung des optimalen Entscheidungsrands erfolgt, liefert
fn%”“iv in (ii) systematisch falsche Resultate. In (ii) ist die Modellannahme nicht erfiillt,
vgl. dazu das Beispiel 5.18(ii) aus wahrscheinlichkeitstheoretischer Sicht oder Lemma 5.21
aus grafischer Sicht.

Da die einzelnen gi; ».» nur noch die eindimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichten gy;
mit den eindimensionalen Beobachtungen X;; schitzen, ist deren Konvergenzrate in 7 unab-
hingig von d. Wir erwarten daher auch fiir das Excess Bayes Risk von f;%”mv eine Kon-
vergenzrate, die wesentlich weniger stark von d abhidngt. Wir geben hier ein einfaches
theoretisches Resultat im Falle von K = 2 Klassen.
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naiver Bayes-Klassifizierer - Bandbreite h = 0.08 naiver Bayes-Klassifizierer - Bandbreite h = 0.1
= s © o .8 ol --- Entscheidungsrand geschatzt 2 4 80 & 4| --- Entscheidungsrand geschatzt
Woiiin 'G 2% ——  Entscheidungsrand optimal SRLL IR R —— Entscheidungsrand oplimal
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Abb.5.6 Anwendung von fnwh’”ai Y aufjeweils n = 300 Trainingsdaten aus Beispiel 5.13(i), (ii) unter
Nutzung des zweidimensionalen Gauf3-Kerns mit durch Cross Validation gewéhlter Bandbreite h

Satz 5.20 Es sei X = [0,1]¢ c R? kompakt, K = 2 und )} = {I,2}. Es gelte die
Modellannahme Definition 5.17. W sei eine Kernfunktion mit fR Ww)? du < oo und

Jg lulW(u) du < co. Dann gilt fiir alle d = d, und h = h,, — 0 mit —log’n) — 00:
lim sup lim sup PP (R(fnv’vh’"”i") —R(f")=c- )m(h)) ,

Cc—>00 n—o00
wobei y, (h) = n~ Y24 (%)1/2 + dh. Ist insbesondere h = h* = (dn)~1/3, so gilt
yu(h*) < 2d*Pn=173.

Beweis Wir nutzen die Abkiirzungen gi; := gj,n,» und T, := (Xi)i=1,...n- Mit Lemma
3.6 erhalten wir

AW naiv « gk (X)  mrgr(X)
R (7 >_R(f)§2k§2EU B mal

T,,] ) (5.12)

Die Abbildung g (x) ist eine Dichte in x bzgl. des Lebesgue-MaBes, denn f gr(x) dx =
[19=1 J &j(x)) dx; und

) ) & X — x:
i=1

1 n
Liy,=ry = 1.
nie ; {Yi=k}
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Damit ist E[%’Q] = [ 8r(x) dx = 1 und

g(X) gk (X)
g(X)  g(X)

[’ﬁk§k(x) gk (X)
8(X) 8(X)

Tn] < |frk—nk|+nk-EU T] (5.13)

Sei Y = (Y;)i=1,....n- Wir erhalten die Bias-Varianz-Zerlegung
Ué’k(X) &) T}
gX) g 1"

_ / 18000 — ge(0)] d

< / 1800) — E[ge(n) Y]] dx + f [EL3(r)|Y] — ge(0)] dx =: Vi + By,

(5.14)
Wir erhalten aus GI. (5.12), (5.13) und (5.14):
~W . naiv *
P (RO = RU = v
c c c d
P(|7 — -n Y2 4L P(B, = —dh) +P(V, > —(—)'/?
skgz[ (=l = ') BBy = 4dh) + PV, = 7 (')

(5.15)

Anwendung der Tschebyscheff-Ungleichung auf den ersten Summanden und E[(7; —
)3 < M liefert lim sup,.,,_, oo P(1#x — 7| = $n~1/%) = 0. Wegen

d
By <Y | [T arirxi | - BLakj GepIV] = g Gep)l - | [ ] Bl&kjrmnCej) Y] | dx
j=1" =i =i

d R skjeFc
= 3 [ Bt 11 = gy el ey = can [ ik au
j=1

gilt lim sup,,_, o, P(B, > ﬁdh) = 0 fiir ¢ grof} genug.

Der Rest des Beweises beschiftigt sich mit dem Varianzterm V,,. Die Schwierigkeit ist,
anders als beim Biasterm, nur den Faktor ﬁ anstatt d zu erhalten. V,, ist die Totalvariation
zwischen den Dichten g und E[g;|Y] und kann durch deren Hellinger-Abstand abgeschitzt
werden (vgl. [34, Definition 2.3 und Lemma 2.3]). Wir erhalten mit g (x) = ]_[j?: 1 8k (x))

und den Eigenschaften des Hellinger-Abstands:
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2
V2= ( f 16:06) — Bl IY]| dx) < / VE@ — VEG V[ dx
d 1 A ~ 2
=2 1_,1:[1 (1 -5 [ Ve - By dz)

d
<> / 2@ — Elgy @Y1 dz. (5.16)
j=1

wobei die letzte Ungleichung aus | ]_[;L] aj—]_[?=1 bj| < Z?:l laj —bj|firla;|, |bj] <1
folgt. Im Folgenden zeigen wir mit Hilfe obiger Abschitzung E[V?14,] < ¢’ - %, wobei
An = {7y = T} Wegen lim sup, _,  P(A,)¢ < limsup, . P(|7x — x| > %) = 0 und
der Markov-Ungleichung folgt dann lim sup,._, o, limsup,,_, ., P(V,, > ﬁ(%)l/ =0
und damit durch Gl. (5.15) die Behauptung des Satzes.

Zum AusschlieBen unerwiinschter Ereignisse definieren wir A,(z) := ({|gk(2) —
Elgr; IY]] < %g+"", IE[grj (DIY] — gkj ()] < %}. Mit Gl. (5.16), der Lipschitz-
Stetigkeit der Wurzel auf [, 00) und |/a — Vb|* < a* + b < 3((a — b)* + b?)
folgt

E[Vi14,] < d E| / B[ |[Va0 @ - VEGa @YIF|¥] dz - 14, ]

=
2Cg,min

+3d-E[onP(An(z)C|Y)1/2 dz - nAn] (5.17)

E[ [ El@u@ - Blgn @YY &z 1,

mit Z,(2) := (BI(&x1(2) — ELg1 )IYDIY] + ELga1 )| Y12) /2. Auf A, gilt B[(81 (2) —
Elgc1 (2)|YD?|Y] < 2 f W (u)?gx1(z +uh) du (vgl. Beweis zu Satz 5.9) und mittels der

wxnh
Bernstein-Ungleichung:

h Klei o o min
P(An (1Y) " =" P (18 (2) — Elgk; (Y]] < <)
1 Cgminy2
< 2exp|-— 7 (=7) nlhc - < 21’1_2
S W)2gy1 (z+uh) du+} -mnxmax

n

fiir log% groB genug. Die Terme z +— [ W (u)?gr1(z + uh) du und z — Z,(z) sind
integrierbar in z. Mit Gl. (5.17) erhalten wir E[Vnzﬂ Al < ¢ - % mit einer Konstanten

¢ > 0.

Damit besitzt der naive Bayes-Klassifizierer mit d>/3n~1/3 eine wesentlich schnellere Kon-
vergenzrate als normale Kern-Dichte-Klassifizierer. Solange d < n'/? gilt und die Modell-
annahme erfiillt ist, konvergiert anh’"“w fiir immer mehr Trainingsdaten n gegen das Bayes-
Risiko.
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Zum besseren grafischen Verstindnis der Modellannahme des naiven Bayes-Klassi-
fizierers zeigen wir eine Folgerung fiir die optimalen Diskriminantenfunktionen:

Lemma 5.21 Gilt die Modellannahme aus Definition 5.17, so haben die optimalen Diskri-
minantenfunktionen 87 (x) := log (w), k=1, ..., K die Form

P(Y=K[X=x)
d
| ), k=1, K—1
5;;(x)=:§"+21—1 & () . . ox = x) €RY(5.18)

mit B € Rund Ay € -7:6 (j=1,..,d, k=1, ..., K)mit geeignetem C > 0. Speziell im
Fall K = 2 ergibt sich fiir den optimalen Entscheidungsrand:

d
0Q =9 = x € X1 85(x) =85} ={x € X: B+ Y _hj(xj) =0}
j=1

Beweis Mittels des Satzes von Bayes gilt P(Y = k|X = x) = %’;f;‘). Einsetzen in &7
liefert firk =1, ..., K — 1:

Tk gk (%) ™ d ()
8z (x) =log (L) = log (#) + Zlog (gkj—/>

Tk 8K (X) i gkj(xj)

und damit die gewiinschte Struktur.

Bemerkungen

e Ist beispielsweise hy bijektiv mit differenzierbarer Umkehrfunktion, so fordern wir
im Fall K = 2, dass der optimale Entscheidungsrand 0Q] = {x € X : x4 =
h;l(—,Bl - Z?;i h1j(x;))} Graph einer differenzierbaren Funktion in (xp, ..., x4—1)
ist, bei welcher die einzelnen Komponenten von x nur auf sehr eingeschrinkte Weise
miteinander interagieren. Im Fall d = 2 muss sich der Entscheidungsrand notwendig
als Graph einer differenzierbaren Funktion darstellen lassen, damit sind keine ,,Spriinge*
oder Locher des Entscheidungsrands moglich, wie dies beispielsweise in Abb. 5.6b der
Fall ist.

e Im Vergleich zu logistischer Regression, wo eine lineare Struktur

PY=kX=x) \ _ < 0.
log(}P’(Y=K—1|X=x)>_Zﬂj xi

=1

vorausgesetzt wurde, lasst die Modellannahme des naiven Bayes-Klassifizierers eine
beliebige funktionale Abhingigkeit von x; in den einzelnen Summanden zu. Diese
Verallgemeinerung nennt man additives Modell und ist auch in den folgenden Modellen
ein wichtiger Spezialfall.
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Ist die Modellannahme des naiven Bayes-Klassifizierers nicht zu stark verletzt (d.h., die
optimalen Diskriminantenfunktionen lassen sich zumindest gut durch Gl. (5.18) approxi-
mieren), so liefert fn‘ivh‘"“iv weiterhin gute Ergebnisse. Der Grund ist, dass durch die Verlet-
zung der Modellannahme zwar ein hoherer Approximationsfehler und damit verbunden ein
hoherer Bias auftritt, aber die Schitzung aufgrund des ,relativ‘ kleinen Raums moglicher
Diskriminantenfunktionen eine kleine Varianz besitzt. Diese Eigenschaft macht den naiven

Bayes-Klassifizierer auch heute noch attraktiv in praktischen Anwendungen.
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In diesem Kapitel behandeln wir eine weitere Klasse von nichtparametrischen Algorithmen,
die sogenannten Bdume. Durch ihre schnelle Berechenbarkeit und die darauf aufbauenden
Erweiterungen sind Bdume in der Praxis sehr beliebt. Die einfache Struktur erlaubt sowohl
die Anwendung auf Regressions- als auch Klassifikationsprobleme. Da auf3er Differenzier-
barkeitsannahmen keine Voraussetzungen an die Bayes-Regel f* (bzw. eine zugehorige
optimale Diskriminantenfunktion) gestellt werden, unterliegen zumindest die zunéchst ein-
gefiihrten Basisalgorithmen weiterhin dem Fluch der Dimension. Wir zeigen dies mathe-
matisch rigoros am Spezialfall der dyadischen Biume.

Die in diesem Kapitel eingefiihrten Techniken des Bagging, Boosting und der Random
Forests verbessern die Basisalgorithmen so, dass bei Vorliegen bestimmter Strukturen von
f* bessere Konvergenzraten nachgewiesen werden konnen.

6.1 Bindre Baume

In diesem Kapitel motivieren wir zunichst die Verbindung zwischen Baumen und Entschei-
dungsregeln. Wir beschrinken uns hier und im Weiteren auf sogenannte bindire Bdume.
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Die Grundidee zum Finden einer geeigneten Entscheidungsregel basierend auf gegebenen
Trainingsdaten (X;, Y;),i = 1, ..., n ist hier wie folgt: Teile die Daten X; (bzw. den Raum
X c RY) in zwei Hilften entlang einer Koordinate j € {1, ..., d} auf, so dass die Mengen
{Yi : Xij < s}und {Y; : X;; > s} moglichst gut durch Konstanten c1, ¢ approximiert
werden konnen. Auf den beiden neu erhaltenen Teilmengen wird die Prozedur wiederholt.
Stoppt man das Vorgehen nach einer gewissen Anzahl an Aufteilungen, erhdlt man eine
Zerlegung des Raumes, bei welcher jedem einzelnen Teilraum ein Wert zugewiesen ist, der
die dort enthaltenen Trainingsdaten Y; moglichst gut approximiert. In Abb.6.1 ist dieses
Prinzip fiir einige Trainingsdaten eines Regressionsproblems fiir die erste Aufteilung und
die darauf folgenden zwei weiteren Aufteilungen dargestellt.

Die sukzessive Aufteilung des Raumes X entlang jeweils einer Koordinate kann mit
einer Baumstruktur formalisiert werden, bei welcher die erste Aufteilung der Wurzel des
Baumes entspricht, von welcher dann zwei Knoten ausgehen (die entstandenen Teilrdume),
usw. Zur Formalisierung rekapitulieren wir zunéchst die Definition eines binidren Baums als
Spezialfall eines Graphen. Wir setzen hier die Definition eines gerichteten Graphen und die
Notation ,v; — v;° fiir eine Kante zwischen den Knoten v und v, voraus.

Definition 6.1 (Binidrer Baum T')
Ein bindrer Baum T = (Vr, ET) ist ein gerichteter, azyklischer (d. h., es gibt keine Menge
V1, ...,V € Vr mitvy - v — -+ — v, — v1) Graph mit folgenden Eigenschaften:

a Regr i ogli erste A il b Reg i Mogliche erste drei A
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Abb. 6.1 a Aufteilung des Raumes X = [0, 1] in zwei Hélften (markiert durch die Trennlinie bei
s = 0,5), so dass in beiden Teilmengen die Daten moglichst gut durch eine Konstante approximiert
werden. b ein mogliches Resultat nach zwei weiteren Aufteilungen der entstandenen Teilriume
[0,0,5] und [0,5, 1]
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e Von jedem Knoten gehen entweder keine Kanten (Blatt) oder genau zwei Kanten aus
(innerer Knoten).
e Auf jeden Knoten aufer einem (der sog. Wurzel) zeigt jeweils genau eine Kante.

Die Menge der Blitter bezeichnen wir mit By, die Anzahl der Blitter sei #7 := #Br. ¢

Indem jedem Knoten eine Koordinate j € {1, ..., d} und eine Zahl s € R und jedem Blatt
ein Wert y € ) zugewiesen wird, konnen die Algorithmen aus obiger Grundidee addquat
durch folgende Struktur ausgedriickt werden:

Definition 6.2 (Regressions-/Klassifikationsbaum 7')
Sei T ein Baum. Jedem inneren Knoten v € Vr\ Br seien Werte

e j(v) e{l,...,d} (split index) und
e s(v) € R (split point),

jedem Blatt v € B sei ein Wert y(v) € ) zugeordnet. In diesem Fall heiit T CART
(engl. Classification And Regression Tree). T heilit Regressionsbaum, falls ) = R, und
Klassifikationsbaum, falls Y = {1, ..., K}. ¢

Der Begriff CART wurde mafigeblich geprigt durch [11]. Wir geben nun ein grafisches Bei-
spiel fiir CARTS. Die Prozedur zur Erzeugung der Baume aus den Daten wird in Abschn. 6.3
dargestellt.

Beispiel 6.3
e Regression: Essei X = R, Y = R. Gegeben seien n = 200 i.i.d. Trainingsdaten des
Modells
Y =sin(2n X) + ¢, &~ N(0,0?), X ~UJ0, 1], (6.1)

d.h., X ist gleichverteilt auf [0, 1] und unabhingig von €. Es sei 0 = 0,2. In Abb.6.2
ist ein moglicher Regressionsbaum (abgebrochen nach 7 =1 + 2 + 4 Aufteilungen) und
dessen grafische Darstellung basierend auf den Trainingsdaten zu sehen.

e Klassifikation: Es sei X = R%2, Yy = {1,2}. Es seien X;1, X;2 i.i.d. gleichverteilt auf
[0, 1], X; = (X;1, X,-g)T. Unabhingig davon seien ¢; ~ N (0, 02) i.i.d. mit o > 0. Es
sei

I, k(X;)—¢e <0

, (6.2)
2, k(X;)—& >0
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Aufteilung des Raums durch Regressionsbaum
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Abb. 6.2 Beispiel: Ein Regressionsbaum basierend auf Trainingsdaten des Modells Gl. (6.1)

Aufteilung des Raums durch Klassifikationsbaum
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Abb. 6.3 Beispiel: Ein Klassifikationsbaum basierend auf Trainingsdaten des Modells Gl. (6.2)

vgl. Beispiel 5.13. Wir wihlen 0 = 0,2, k(x)

x2 — 0,5 — 0,3sin(2rxy) fiir

x = (x1,x2)T € R2. In Abb.6.3 ist ein moglicher Klassifikationsbaum (abgebrochen
nach sieben Aufteilungen) und dessen grafische Darstellung basierend auf n = 300

Beobachtungen zu sehen.

Wir iiberzeugen uns nun, dass durch obige Definition ein CART T durch seine Blitter
v € Br tatsédchlich eine Partition des Raumes X induziert. Daraus folgt, dass jeder CART
durch die Zuordnung der Werte y(v) auf den Blittern v € Br einer Entscheidungsregel

X — Y entspricht.
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Bemerkung 6.4 (und Definition) Sei T ein CART.

e Partition des Raumes: Sei vg € Vr die Wurzel und A(vg) := X.
Fiir jeden inneren Knoten v € Vr\ By seien vy, vy € V7 die Knoten mitv — vi,v — v3.
Setze

A(r) i={x € AW) : xj) < s}, A(v) :={x € AW) : xj) = s(v)}.

Ist By = {wy, ..., wgr}, so sind die Mengen A,, := A(w;), m = 1, ..., #T disjunkt

und
#T

U A =X,
m=1
d.h., sie bilden eine Partition von X. Die Menge 7 (T) := {A1, ..., Agr} heiit von T
erzeugte Partition des Raums X.
e Jeder CART induziert eine Entscheidungsregel: Sei

#T
fr) =" ywn) - La, (x).
m=1
Dann ist fr : X — )Y wohldefiniert (da die A,, disjunkt sind, wird jeweils nur ein
Summand ausgewihlt, und es treten oben de facto gar keine Summen auf) und heiflt der
von T induzierte CART-Algorithmus.

Durch diese Verbindung kann die Suche nach geeigneten Entscheidungsregeln auf die Suche
nach geeigneten Biumen verlagert werden. Um die Grée von Biumen (d.h. die Anzahl
der Aufteilungen des Raums) zu steuern, definieren wir:

Definition 6.5
Sei T ein Baum, vy seine Wurzel und v € V7.

e Seienvg,...,v,_1 € Vy mitvg — v; — --+ — v,_1 — v. Wir nennen ¢(v) := n die
Tiefe des Knotens v,
e 1(T) := maxyep, t(v) die Tiefe des Baums T . ¢

In Abschn. 6.2 studieren wir zunichst die theoretischen Eigenschaften von auf Biumen
basierenden Entscheidungsregeln anhand einer Teilmenge aller moglichen CARTs.
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6.2 Dyadische Biaume - theoretische Resultate

Die Menge aller moglichen CARTs T mit vorgegebener Tiefe fmax € N konnen durch die
Menge
T (tmax) = {T ist CART mit Tiefe #(T) < tmax}

beschrieben werden. Entgegen der eingangs motivierten sukzessiven Aufteilung des Raumes
durch einen schrittweisen Aufbau eines Baumes ist es daher auch moglich, die Suche nach
einem geeigneten Baum direkt als Optimierungsproblem tiber alle moglichen 7 € 7 (fimax)
zu begreifen. Folgen wir dem Standardansatz aus Bemerkung 1.14, sollte ein Algorithmus
mit moglichst geringem Risiko bestimmt werden konnen, indem

. A . 1 &
T,:= argmin R,(fr). Ra(f) ==Y LY. f(X}) (6.3)
T €T (tmax) n i=1
und dann f,, = ff,, als der vom Baum induzierte Algorithmus gewéhlt wird. Der Ansatz

ist sowohl praktisch als auch theoretisch nicht geeignet: Einerseits gibt es keine effizienten
Berechnungsmethoden, um T, aus der groBBen Menge aller moglichen CARTs auszuwihlen.
Andererseits ist ohnehin zu erwarten, dass bei zu grolem #nax eine Losung von Gl. (6.3)
iiberangepasst an die Trainingsdaten ist, d. h. Rn( ffn) = 0 gilt. Es muss daher entweder die
Menge der moglichen Bdume verringert oder ein Bestrafungsterm eingefiihrt werden.

Indiesem Abschnitt reduzieren wir die Menge der CART's zunichst auf dyadische Bdume,
die eine Aufteilung immer nur genau in der Mitte der aktuell betrachteten Menge erlauben.
Um dies sinnvoll definieren zu konnen, sei im Folgenden

d
X =]laj.b)] (6.4)
j=1

mit geeigneten aj,b; € R (j = 1,...,d). Indem a;, b; grol genug gewihlt werden, ist
diese Annahme in der Praxis nicht problematisch.

Definition 6.6

Ein CART T heiBt dyadisch, falls fiir jedes v € Vr\Br gilt: Mit A(v) = ]‘[?:1 [aj(v), b; (V)]
1 j (v biw

gilt s(v) == w A

Indem wir auch die mogliche Tiefe des Baums einschrinken, entsteht eine endliche Menge
von moglichen Bdumen. In den im Folgenden besprochenen theoretischen Resultaten wird
hiufig auch angenommen, dass in keiner Koordinate ,,.besonders oft* geteilt werden muss,
was zu der folgenden Menge fiihrt:
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Definition 6.7
Sei A € Nund

T4 = {T ist dyadischer CART mit t(T) < A -d
und jede Koordinate wird hochstens A-mal geteilt}. ¢

Anschaulich gewihrleistet eine Wahl von A ~ % ,dass bei einem Baummit¢(7T) = A-d
jedes Blatt genau einen Punkt aufnehmen kann, wenn die Punkte X; gleichméBig in einem
quadratischen Gitter im Raum verteilt sind. Ist d groB3, bedeutet dies eine gro3e Einschrin-
kung an die Biume, da bei zufilligen Beobachtungen X; erhalten aus einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung evtl. mehr Teilungen (d. h. mehr als %) in einer bestimmten Koordinate
gebraucht werden. Daher ist man versucht, A eher grofer zu wihlen, z. B. A ~ log, (n).

Durch die Endlichkeit der Menge 74 ist es prinzipiell moglich, einen Minimierer von
Ién (fr) tiber 74 zu bestimmen. Man kann zeigen (vgl. zum Beispiel [9]), dass es dafiir effizi-
ente Berechnungsmethoden gibt. In Hinsicht auf praktische Anwendungen ist die Reduktion
auf dyadische Baume natiirlich relativ willkiirlich und wird nur selten verwendet. Im Gegen-
satz zum allgemeinen Minimierungsproblem in Gl. (6.3) oder den spiter eingefiihrten heu-
ristischen Methoden sind jedoch fiir Minimierer iiber 74 einfach zu erfassende theoretische
Resultate verfiigbar. Deren Diskussion sowie die Einfiihrung der Technik des ,,Prunings ist
das Hauptanliegen dieses Abschnitt. Wir werden sehen, dass ohne tiefergehende strukturelle
Annahmen an f* die Konvergenzrate des Excess Bayes Risks der Algorithmen ebenfalls am
,Fluch der Dimension” leidet (vgl. Bemerkung 5.10), d.h., fiir grole d ist die Konvergenz
fiir n — oo sehr langsam.

6.2.1 Der Standardansatz

Gegeben seien Trainingsdaten (X;, Y;),i = 1,...,n eines Klassifikationsproblems und
L(y,s) = 1{yxs} der 0-1-Verlust. Da ein Minimierer fn € arg minTeTA Ié,, (fr) mit groBBer
Wahrscheinlichkeit ein ,,voll ausgewachsener Baumist (d.h.#(7T) = A-d) und an die Daten
iiberangepasst ist, fiihren wir einen Bestrafungsterm J (T') fiir die Groe des Baumes 7 ein.
Dieser soll gewihrleisten, dass der Minimierer nur die tatsichlich vorliegenden Strukturen
aus den Trainingsdaten in die Baumstruktur iibernimmt. Fiir die Wahl J gibt es verschiedene
Moglichkeiten:

Bemerkung 6.8 (Bestrafungsterme) Eine Auswahl moglicher Bestrafungsterme ist:

1 n
JO@) =47, IO =VHT,  JPT) = Y |~ L

Ben(T) i=1
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Waihrend J (1), J@ die Anzahl der Blitter in verschiedenen Abstufungen bestrafen, misst
J,§3), wie gut der Baum die Verteilung der Punkte im Raum mit seiner Struktur beriicksichtigt
und ob er mehr Aufteilungen dort vornimmt, wo viele Daten sind (dies fiihrt zu einer guten
,rdumlichen Anpassung® an die zugrunde liegende Verteilung, engl. spatial adaptivity).
Auch 1,53)(T) ist monoton wachsend in #7: Ist #7 = 1 und B = X das einzige Blatt, so gilt
I3N(T) = 1;ist jedoch #T = nund 7(T) = {By, ..., By} so,dass X; € B;,i = 1,....n
(jedes Blatt enthilt nur ein Trainingsdatum), dann gilt Jn(3) (T) = /n.

Fiir die Verwendung eines Bestrafungsterms J in der Praxis ist maf3geblich, ob entspre-
chend effiziente Berechnungsverfahren existieren, um beispielsweise auch Cross Validation
o.A. fiir den Bestrafungsparameter A durchfiihren zu kénnen. Auch wenn fiir einige Arten
von Bestrafungstermen wie beispielsweise J,1(3) in der Theorie leicht bessere Konvergenz-
raten gezeigt werden konnten (vgl. Bemerkungen nach Satz 6.11) und auch anschauliche
Argumente fiir diese Wahl existieren, so wird in der Praxis trotzdem J M @ bevorzugt
(z.B. aufgrund von Eigenschaften wie in Satz 6.19).

Wir geben nun ein theoretisches Resultat aus [28] wieder, bei welchem J(T) = #T
gewihlt wird. Dazu definieren wir:

Definition 6.9
Sei A € N, A > 0. Fiir einen CART T definiere J(T) = +/#T. Sei

~

Ty.3. 4 :€ arg min {ﬁn(fT) A J(T)] .
TeTy

Der zugehorige Algorithmus fndf A = fi A heiBt dyadischer CART-Algorithmus mit
Bestrafungsterm J. o ¢

Im Folgenden sei der Einfachheit halber K = 2 und & = [0, 119. Da wir bereits Gl. (6.4)
angenommen haben, kann Letzteres durch Reskalieren erreicht werden. Damit fndf 4 die
Bayes-Regel f* gut genug approximieren kann, muss eine Modellannahme an die zuge-
horige optimale Diskriminantenfunktion 87 (x) = P(Y = 1|X = x) gestellt werden. Wir
fordern Folgendes:

e Die Verteilung von X darf nicht zu stark an einem bestimmten Ort im Raum konzentriert
sein, vgl. (i) unten, denn dann muss YA",,, 1.4 eine grofe Tiefe haben um diesen Ort mit
dyadischen Aufteilungen erreichen und die Daten separieren zu konnen.

e Der optimale Entscheidungsrand ist glatt genug, um durch gentigend grobe stiickweise
konstante Funktionen (wie sie bei fndg 4 entstehen) approximiert werden zu konnen, vgl.
(ii) unten.

Zur formalen Beschreibung sei g eine Lebesgue-Dichte von PX.
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Modellannahme 6.10 (Dyadische Biume) Es sei X = [0, 1]%. Es gebe Konstanten
c1, c2 > 0 unabhiingig von d, so dass folgende Aussagen gelten:

(1) sup,ex g(x) < ci.
(ii) Fiir jedes k € N und m = 2* gilt: Die Funktion 87 geht durch hochstens com4~1 der
m‘ Wiirfel, in die X’ zerfallt.

Ist 87 stetig, so bedeutet die Bedingung (ii) anschaulich, dass der durch die Funktion
87 erzeugte optimale Entscheidungsrand 9Q] = {x € X : §(x) = %} nicht zu
»dicht“ im Raum X liegt, d.h. die Funktion 8T nicht flichendeckend auf X zwischen
Werten kleiner und grofler als % wechselt. Dies ist zum Beispiel erfiillt, wenn 9Q} =
{1, xg-1, 0 (x1, ..., Xg—1) * X1,...,xX4—1 € [0, 1]} mit einer Lipschitz-stetigen
Funktion ¢ : [0, 119! - [0, 1] gilt, d. h. sich eine Koordinate als Lipschitz-stetige Funk-
tion der anderen darstellen lisst. In diesem Sinne entspricht (ii) in etwa der Forderung an 8§
in Modellannahme 5.15.
Wir erhalten aus [28, Theorem 3] folgenden Satz:

Satz 6.11 (Excess Bayes Risk fiir den dyadischen CART-Algorithmus) Es gelte die

Modellannahme 6.10. Es sei A = L%J. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 unabhéngig

von d, n, so dass fiir A = ,/ w gilt:
log(n) T
. og(n)\ &
ER(fIS ) — R(f") <c- <T>

Bemerkungen

e Auch wenn oben ein konkretes A vorgegeben ist, so wiirde man in der Praxis trotzdem
A durch Cross Validation wihlen, damit die Wahl von A besser auf die Trainingsdaten
zugeschnitten ist.

e Erfiillt die Verteilung von (X, Y) die low-noise condition (vgl. Definition 3.12), so kann
gezeigt werden, dass die optimale Rate eines Klassifizierers durch n~'/¢ gegeben ist.
Unter der Annahme, dass die low-noise condition in etwa dieselben Modelle zuldsst
wie die Modellannahme 6.10 (ii), ist die Konvergenzrate von fn hochstens ein wenig
schlechter als die optimale Rate. In diesem Sinne unterliegt f}f f 4 zwar dem Fluch der
Dimension, aber unter den gegebenen, nicht besonders informativen Modellannahmen
ist auch kein besseres Verhalten moglich.

e Die Berechnung von f:ff 4 kann je nach GroBe von d sehr aufwendig sein, da A in der
Praxis hiufig groBer als @ gewihlt werden muss, um eine gleichmifBige Aufteilung
der Trainingsdaten mit ffg 4 zu erreichen.

e Durch Wahl komplizierterer Bestrafungsterme J (vgl. [29, 30]) kann die optimale Rate
n~1/4 erreicht werden.
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6.2.2 Zuriickschneiden von Baumen (Pruning)

Bei der Berechnung von f:ff 4 werden viele irrelevante Biume T e 7 iiberpriift, bei wel-
chen Bereiche mit wenigen Trainingsdaten unnétig oft aufgeteilt werden. Ein alternativer
Ansatz lautet wie folgt: Wir geben einen sehr gro3en, an die Trainingsdaten iiberangepass-
ten Baum Ty € 74 vor, dessen Aufteilungsstruktur sich jedoch ebenfalls bereits an den
Trainingsdaten orientiert. Das bedeutet, wir erwarten, dass Ty den Raum X" besonders dort
detailliert aufteilt, wo viele Trainingsdaten liegen, und dafiir Bereiche ohne Trainingsdaten
gar nicht aufteilt. Anstelle einer Suche iiber alle moglichen T € T4 suchen wir nun nur unter
allen Bdumen, die eine ,,grobere* Aufteilung des Raumes als 7y vornehmen. Mathematisch
kann dies mittels zuriickgeschnittener Teilbdume ausgedriickt werden:

Definition 6.12 (Teilbaum, zuriickgeschnittener Teilbaum)

Sei T ein Baum. Ein Baum 77 C T (d.h. V¢ C Vp und E7v C E7) heiBt Teilbaum (engl.
subtree) von T. Ist vg € Vr die Wurzel von T und vg € Vs (d.h., vg ist auch Wurzel
von T"), so heiBt T’ zuriickgeschnittener Teilbaum (engl. pruned subtree) von T, und wir
schreiben 7/ < T. ¢

Ein zuriickgeschnittener Teilbaum entsteht aus 7 dadurch, dass man wiederholt alle von
einem Knoten ausgehenden weiteren Knoten entfernt. Anschaulich entspricht dies dem
,~Abschneiden” des ausgewihlten Knotens, vgl. Abb. 6.4.

Basierend auf der obigen Motivation erhalten wir den folgenden Algorithmus:

VANV ANIVAN
TANANAY /\
A

Abb. 6.4 a urspriinglicher Baum 7. b Ein Teilbaum T’ von T, aber kein zuriickgeschnittener Teil-
baum: 7’ enthilt nicht den Wurzelknoten 1 € Vp. ¢ Ein zuriickgeschnittener Teilbaum von T, entfernt
wurden alle Kinder des Knotens 2 € Vp
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Definition 6.13 (Dyadischer CART-Algorithmus mit Pruning)
SeiA e Nund A > 0. Sei J(T) = ~/#T und

B75 4 e arg min {Ru(fr) + 2 71 (6.5)
T<Ty

Der zugehdrige Algorithmus fnp f A = fjrc heibt dyadischer CART-Algorithmus mit Pru-
[ n,h
ning. ¢

Unter der Annahme, dass T grol3 genug ist, folgt das Konvergenzresultat fiir fnf’ f 4 direkt

aus demjenigen fiir frflf 4 (vgl. [29, Section 2]):

Satz 6.14 Es gelte die Modellannahme 6.10. Es sei A = L%J. Es sei Ty € 74, so dass

jedes Blattv € By Tiefe r(v) = A-d besitzt. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 unabhingig

von d, n, so dass fiir A = ,/ M gilt:
1

ER(/IS )~ R =C- (_log’f”)>‘”‘

6.3  Effiziente Erzeugung von CARTs

Ein Optimierungsproblem iiber dyadische Baume kann zwar explizit gelost werden, jedoch
dauert die Suche bei hohen Dimensionen d oder bei hoher Anzahl n an Trainingsdaten sehr
lange. Abgesehen davon ist die dyadische Struktur zu starr; in vielen Féllen konnen schneller
sinnvolle Partitionen des Raumes erreicht werden, wenn man die Teilungen nicht jeweils
genau in der Mitte durchfiihren muss.

Auch fiir allgemeine CARTs ohne die Beschrinkung auf dyadische Bdume ist ohne
weitere Annahmen an f* keine bessere Konvergenzrate des Excess Bayes Risks als n~1/¢
zu erwarten. Wir werden allerdings spiter erweiterte Algorithmen kennenlernen, die unter
speziellen Annahmen an f* bessere Raten erreichen konnen. Diese Algorithmen basieren
auf der Erzeugung sehr vieler verschiedener Biume aus den Trainingsdaten, stellen aber
oft keine hohen Anforderungen an die Qualitdt der einzelnen Bdume. Dieser Anforderung
folgend werden wir nun ein Verfahren vorstellen, das in der Lage ist, sehr schnell einen CART
bereitzustellen, der nur eine ndherungsweise Losung von miny CART{I%,, (fr) +A-J(T)}
bestimmt.

In einem ersten Schritt erzeugen wir dazu aus den Trainingsdaten einen sehr groen Baum
T mit vorgegebener Tiefe bzw. vorgegebener minimaler Anzahl von Trainingsdaten in
einem Blatt, der bereits ndherungsweise das empirische Risiko minimiert. Einige erweiterte
Algorithmen wie das Boosting (vgl. Abschn.6.5) verlangen nur nach Bdumen geringer
Tiefe, so dass dort direkt fng verwendet werden kann. Soll der resultierende Baum jedoch
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ein moglichst geringes Risiko haben, so kann T# sehr grof} erzeugt werden und in einem
zweiten Schritt als Tp im Optimierungsproblem aus GI. (6.5) dienen.

6.3.1 Gierige Verfahren

Als Motivation fiir die Konstruktion von 7;¢ dient folgende Beobachtung: Haben wir einen
beliebigen CART T gegeben und sind die Blitter {v,, : m = 1,...,#T} = Br und
die zugehorige Partition {A,, = A(v,) : m = 1,...,#T} bereits festgelegt, so ist die
Bestimmung der zugehorigen Werte y,, := y(v,,) leicht: Es gilt ndmlich

#T
fr) =" ymla, ),

m=1

und daher (vgl. Ubung 1):

(*) fiir Regression mit L(y, s) = (y — $)%:

#T

R 1 « 1
Ru(fr) =~ Z(Yl- — frx?’ =%~ | > i —yw)? (6.6)
i=1 m=1 i:X;€A,
. .. .. 1 : _
wird minimal fiir y,, = - Zi:X,-eAm Yiom=1,...,#T.
(**) fiir Klassifikation mit L(y, s) = Ljyxg):

R 1 n #T 1
Ru(fr) =~ Y o lmtfrxio = - I (6.7)
i=1 m=1

= i1 Xi€Ap

wird minimal fiir y,, = arg mMaXyeq,  K—1) #i: X;eA,,Yi=kl,m=1,... #T.

Gibt man eine Partition vor, so existieren also explizite Formeln fiir die Werte y,,, m =
1,...,#T. Dies bedeutet, dass ein Losungsverfahren, welches

,min Ry (fr) (6.8)
bestimmen soll, nur iiber die Partitionen optimieren muss. Aufgrund der groBen Menge
an Partitionen ist dies in der Praxis jedoch immer noch nicht effizient berechenbar. Man
versucht daher, eine nidherungsweise Losung zu ermitteln. Dazu minimiert man nicht iiber
alle moglichen Baume, sondern baut (wie am Anfang von Abschn.6.1 motiviert) einen
CART T schrittweise auf. Dies geschieht wie folgt: Ist v € Br ein Blatt von T', so entsteht
durch Anfiigen zweier Knoten vy, vy an v ein neuer Baum 7},,,,. Zur korrekten Beschreibung
von T, als CART muss festgelegt werden, entlang welcher Koordinate j(v) € {1, ..., d}
und an welchem Punkt s(v) € R die Aufteilung von A(v) erfolgt (A(v) ist der bisher
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dem Knoten v zugeordnete Raum). Weiter miissen die Werte ¢ := y(v1) € Y und ¢; :=
y(v2) € Y gesetzt werden, welche der Baum 7}, auf den neu entstandenen Rdumen
A1(j,s) =Aw)N{x € X :x; <stund Az(j,s) = A(w)N{x € X' : x; > s} annimmt. Es
werden diejenigen Werte s, j, c1, c2 ausgewdhlt, welche das empirische Risiko (im Vergleich
zum bisherigen Risiko Ién (fr)

. 1&
Ru(f1) = — D LY fr,0,(X0))

i=1

am stédrksten verringern. Die Prozedur wird gestoppt, wenn in jedem Blatt nur noch wenige
Datenpunkte enthalten sind (z. B. jeweils nur einer). Solch ein Verfahren, welches das Mini-
mierungsproblem in Schritte zerteilt und nur fiir jeden einzelnen Schritt die jeweils optimale
Losung bestimmt, nennt man gieriges Verfahren (engl. greedy algorithm). Im Allgemeinen
wird dadurch keine optimale Losung des gesamten Problems Gl. (6.8) erreicht, aber in vie-
len Fillen zumindest eine gute Nédherung. Im Regressionsfall erhalten wir die folgende
Definition:

Definition 6.15 (Gieriges Verfahren CART/Regressionsfall)
Sei T© = (v, ¥) und k = 1.

(1) Fiir jedes Blatt v € Byrx-n mit#{i : X; € A(v)} > 1 fiihre durch
(falls k = 1 und daher v = vy, setze A(v) = X):

1. Setze A1(j,s) :=AW) N{x:x; <s}und A2(j,s) :=A@W) N{x:x; >s}.
2. SeiTyeu(j, s, c1, c2) der Baum, welcher durch Anfiigen zweier Knoten vy, v, an den

Knoten v in 7®*~D mits(v) = s € R, j(v) = j € {I,...,d}und ¢; = c¢1(v1),
c2 = c3(v2) entsteht.
3. Lose
‘min R,(fr,,,(j, s, c1,c2)
J5,C1,C2
= min { > = freen(Xi)?
jssiere2 U
i:X;eX\A(v)
+ Y Mi—e?+ Y i-e?) 69)
i:X;€A1(j,s) i:X;€A2(j,s)

® . A .
=min{ Y Mi—&G.*+ Y Yi—&G.s)t.  (6.10)
i:Xi€A1(j,s) i:X;€A2(j,s)
mit &1(j,5) = % D ixiea sy Yir €201 8) = & Xiixican(j.) Yis erhalte j, §.
4. Setze T® = T0u(j, 5, ¢1(J, §), ¢2(J, §)) und erhShe k um 1.
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Wird (i) nicht mehr ausgefiihrt (alle Blitter enthalten nur noch ein Trainingsdatum), so gebe
den Baum 7,; = T® zuriick. Wir nennen 7,y den durch ein gieriges Verfahren ermittelten

CART. ¢
Bemerkungen
e In (3) haben wir den zuvor ermittelten Sachverhalt (*) genutzt. Dies erlaubte es, c1, ¢ aus

dem Optimierungsproblem zu entfernen. Der Summand ) ;. y. < v\ 4wy (Yi — fra—n (Xi )2
hingegen ist unabhingig von j, s, c1, ¢2 und kann ignoriert werden.

Das Minimierungsproblem in (3) ist einfach 16sbar, denn j € {1, ..., d} lduft nur iiber
eine endliche Menge von Werten, und der split point s € R kann nur an n Stellen sinnvoll
gesetzt werden (zwischen den Koordinaten der Trainingsdaten {X;; : i = 1,...,n}).
Die Optimierung iiber s wird mit zunehmender BaumgrofBe einfacher, da immer weniger
Trainingsdaten iiberhaupt im gerade betrachteten Knoten A(v) liegen.

Obiger gieriger Algorithmus liefert im Allgemeinen gute Nédherungen fiir die Losung
von G1. (6.8), die aber sehr variabel sein kénnen: Schon kleine Anderungen an den Trai-
ningsdaten konnen die gesamte Struktur des Baums veridndern. Begriindet ist dies im
schrittweisen Aufbau des Baumes.

Im Klassifikationsfall mit ) = {1, ..., K} kann die Konstruktion genauso durchgefiihrt
werden wie in Definition 6.15, allerdings dndert sich Schritt (3) aufgrund der abweichenden
Verlustfunktion L(y, s) = L{yxs):

Definition 6.16 (Gieriges Verfahren CART/Klassifikationsfall)

Erstelle f",,g wie in Definition 6.15, aber ersetze (3) durch:

‘min  R,(fr1,,,(J, s, c1,¢c2))
J:5,C1,C2

= min const. + E Ly, #¢) + E Ly, #c2)
Jss,c1,¢2 . . . .
i:X;€A1(j,5) i:X;€A2(j,s)

(k%) .
= min Do Lyzagent DL Lysage)

i:X;i€A1(j,5) i:X;€A2(j,s)
= r?igl {#A1GG.9) - [1 = Py (A1G DT+ #A2(j. 5) - [1 = Pey(js) (A2(G, s}
= r?in {#A1 -1 — P, (AD] + #A2 - [1 — pa, (A1}, 6.11)

(im letzten Schritt wurde zur Ubersicht die Abhingigkeit von j, s unterdriickt), wobei

#{i: X; €AY =k}
#A

pr(A) = (6.12)
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und
¢1(j,s) = arg max pr(A1(/J, ), (6.13)
kefl,..., K}
¢2(j,s) = arg max pi(Aa(j, s)). (6.14)
kefl,..., K}
¢

Bemerkung 6.17 In der Praxis wird anstatt Gl.(6.11) jedoch héufig ein anderes Risiko
minimiert, welches durch eine auf Klassifizierungsprobleme verallgemeinerte quadratische
Verlustfunktion entsteht und folgendes Optimierungsproblem liefert:

K K

min 1 #A1 - D" Pe(ADIL — pr(AD]+#A2 - Y pr(A)[l — pi(Ad)]
4 k=1 k=1

Im Gegensatz zu [1 — pg (A1)] verwendet man also Zle pr(AD[1 — pr(A1)], den soge-
nannten Gini-Index. Tatséchlich geht die gewihlte Klasse ¢1(j, s) dann gar nicht mehr in
das Optimierungsproblem ein; mittels der Optimierer j, s und Gl.(6.13), (6.14) wird sie
aber trotzdem fiir die Erstellung des Baumes benutzt.

Der Gini-Index misst auf eine andere Weise, wie gut die fiir A; gewdhlte Klasse sich
an die Daten in A anpasst. Statt nur die ausgewihlte Klasse zu beriicksichtigen, wird
gemessen, wie ,,rein” die Menge A ist und wie stark die einzelnen Klassen noch in A
vorkommen. Es wird bevorzugt, wenn A fast nur aus einer Klasse besteht, denn: Der Gini-

Index G(p1, ..., px) = Z,{(:] Pk - (1 — px) ist groB, falls alle py in etwa gleich grof3 sind,
und G(p1, ..., px) istklein, falls z.B. p; = 1und pp = --- = px = 0 gilt (vgl. Ubung
2).

In Abb. 6.5 ist ein Beispiel fiir einen nahezu ,,voll ausgewachsenen Baum erzeugt durch
7% aus Definition 6.15 angewandt auf Beobachtungen aus Gl. (6.1) zu sehen. Nahezu ,,voll
ausgewachsen* bedeutet hier, dass das Verfahren durchgefiihrt wurde, bis in jedem Blatt
nur noch zwei Trainingsdaten enthalten waren oder eine Tiefe von 10 erreicht wurde. In
Abb. 6.6 ist 7, aus Definition 6.16 fiir das Klassifikationsproblem aus Gl. (6.2) dargestellt.

6.3.2 Zuriickschneiden

Die oben eingefiihrten Verfahren liefern voll ausgewachsene, an die Trainingsdaten iiberan-
gepasste CARTs 7. Da der Aufbau des Baums in Definition 6.15 bzw. 6.16 erst beendet
wird, wenn jedes Blatt nur noch ein Trainingsdatum (X;, ¥;) enthélt oder eine maximal
vorgegebene, datenunabhingige Tiefe iiberschritten wird, wird fast jedem X; genau die
Beobachtung Y; zugewiesen, aber kaum die wahre Struktur der Bayes-Regel gelernt.
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Abb.6.6 a CART f",;g erzeugt durch den gierigen Algorithmus. b Die farbigen Hinterlegungen geben
die zum Baum gehdrige Entscheidungsregel f¢ an. Zum Vergleich ist der optimale Entscheidungs-
n

rand eingezeichnet

Der Ansatz, den gierigen Algorithmus bereits friihzeitig zu stoppen, d.h. bevor Tf zu
grof} wird, ist oft nicht sinnvoll: Das einzige naheliegende MaS fiir die Entscheidung, einen
Stopp durchzufiihren, ist der Betrag, um welchen das empirische Risiko (oder ein Vali-
dierungsfehler) durch das Hinzufiigen eines neuen Knotens abgesenkt werden konnte. Da
nach einer schlechten Aufteilung aber eventuell eine sehr gute moglich ist, liefert solch ein

Vorgehen systematisch zu grobe Strukturen.
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Stattdessen versucht man, auf Basis des voll ausgewachsenen Baums T einen geeigne-
ten Teilbaum zu finden, indem man das Optimierungsproblem aus Gl. (6.5) mit Ty = 77
durchfiihrt. Dieses Vorgehen hei3t cost-complexity pruning.

Definition 6.18
Sei 7;¥ der Baum aus Definition 6.15 bzw. 6.16. Sei A > 0. Dann heiBt

757 :€ arg min il@n(fr) +A- #T}

n, .
T<T§

CART ermittelt durch gieriges Verfahren und Zuriickschneiden. Der zugehorige Algorithmus
wird mit fng ’Ap := f7¢.p bezeichnet. ¢
’ n,A

Der folgende Satz (vgl. [11] oder [27]) erlaubt eine effiziente Berechnung des obigen Mini-
mums und ermoglicht gleichzeitig eine effiziente Bestimmung von A zum Beispiel mit-
tels Cross Validation. Die Aussage gilt fiir eine groBe Klasse an Verlustfunktionen L (die
durch R, ( fr) in das Optimierungsproblem eingehen), insbesondere die fiir uns relevanten

L(y,s) = (y — )% und L(y, s) = Liyz):

Satz 6.19 Sei T© ein CART. Wiederhole fiir p=1273...,P,bis TP nur noch aus
der Wurzel besteht: . R
Ry (fr) — Ra(fTo-1)

T T (6.15)

T :e arg min
T<T®P-D

Dann gilt fiir jedes A > 0: Der CART

T, € arg min iz@n(fT) +,\.#T}
T<TO

erfiillt: T, € {T©, ..., 7"},

Der Iterationsschritt in Gl. (6.15) heiit weakest link pruning: Es wird immer der Teilbaum
gebildet, welcher den geringsten Pro-Knoten-Anstieg von Ru( fr) im Vergleich zum Risiko
Ié,,( Sfrw-1) des vorherigen Baums in der Sequenz besitzt. In Abb.6.7 sind ausgewihlte
Vertreter der Sequenz T©, ..., T des CART T© = 7 aus Abb.6.5 zu sehen, in
Abb. 6.8 entsprechend fiir den CART 7(© = ;¥ aus Abb. 6.6 im Falle der Klassifikation.

Das zentrale Ergebnis von Satz 6.19 ist die Tatsache, dass sich die Sequenz 7O T
..., TP fiir verschiedene A nicht @ndert. Damit erhalten wir folgende Methode zur Berech-
nung von {f"ff A > 0}
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Abb. 6.8 Weakest link pruning: Ausgewihlte Vertreter der Sequenz 7O ., T(P) des CART
TO = T aus Abb.6.6



182 6 Regressions- und Klassifikationsbdume; Bagging ...

Lemma 6.20 Bestimme die Sequenz f",,g =70 7L TP gemdB Gl.(6.15). Fiir
X > 0 bestimme

p(X) :€ arg min {ﬁn(fT(p)) +A- #T(”)} .
pe{0,...,P}

Dann ist fng’kp = TP,

Der Parameter A > 0 wird in der Praxis zum Beispiel mit Cross Validation (vgl. Definition
1.22) bestimmt. Da die Kombination von Cross Validation mit den Ergebnissen aus Lemma
6.20 etwas komplexer ist, formulieren wir die korrekte Durchfiihrung aus:

Bemerkung 6.21 Sei A C (0, 0o) eine (endliche) Menge. Sei {1, ..., n} = Ufle I, eine
Partition der Beobachtungen in M Indexmengen.

(i) Firm=1,...,M:
1. Ermittle 7, (m) basierend auf den Beobachtungen {1, ..., n}\I, und daraus die
Sequenz {T @ (m), ..., T (m)} aus Satz 6.19.
2. Fiir . € A bestimme 7% (m) mittels Lemma 6.20, d.h.

. i 1

p(x,m) :€ arg min { — Z LY, frogm) +2 #TP) (m)
PO, Py | Ty TN

und f”ﬁ’[(m) = T(PGm),
(i) Berechne fiir A € A:
| M
CVa(h) =~ D0 3 LYi, Fjep 4y (X0)),
m=1iely, '

und ermittle A, := arg miny ., CV,(1).

(ii1) Ermittle fng basierend auf den Beobachtungen {1, ..., n} und darauf basierend die
Sequenz (TO ..., T™)} aus Satz 6.19. Berechne dann 7% mittels Lemma 6.20.

n,An

In Abb. 6.7 entspricht fng’ip = T3 in Abb. 6.8 entspricht fng‘ip =7,

Bemerkung 6.22 FEinige Vorteile von CARTs, welche zu deren Beliebtheit beigetragen
haben:

e Aus Trainingsdaten erhaltene CARTS sind leicht zu interpretieren: Die Baumstruktur
gibt eine Reihe von Fragen an x vor (anhand des split index und des split points), bei
deren sukzessiver Beantwortung am Ende ein Resultat (der Wert f7(x)) ausgegeben wird.
Da der Baum mit den ersten Aufteilungen die Grobstruktur der Bayes-Regel nachbildet
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und mit groBerer Tiefe immer detailgetreuer wird, nimmt mit jeder weiteren Frage die
Bedeutung der Antwort ab.
e Biume sind einfach zu visualisieren.

Einige Nachteile von CARTSs, mit deren Beseitigung wir uns in den Abschn.6.4 und 6.5
auseinandersetzen wollen, sind folgende:

e Die Struktur aus Daten bestimmten CARTSs ist sehr variabel: Schon kleine Anderungen
in den Trainingsdaten koénnen zu vollig anderen Splits und Baumstrukturen 7 fiihren,
so dass auch die Entscheidungsregel fr eine hohe Varianz besitzt. Dies 1duft der oben
vorgetragenen Intuition zuwider, dass die erste Entscheidung ,,die wichtigste* sein sollte
und zeigt, dass die Bedeutung der erzeugten Struktur von CARTSs basierend auf Trai-
ningsdaten nicht tiberschitzt werden sollte.

e Dieentstehenden Bayes-Regeln sind nicht stetig, obwohl das bei Modellannahmen héufig
von f* bzw. den Bayes-Entscheidungsriandern erwartet wird. Mit Hilfe der Technik des
Baggings (vgl. Abschn. 6.4) konnen Baume so modifiziert werden, dass die ersten beiden
Nachteile aufgehoben werden.

e Biume haben Probleme, additive Strukturen korrekt wiederzugeben: Betrachte folgendes
Modell (Regression) mit X' = R2,Y =R, und s1, 52 € R, so dass

Y = 1{X1<X1} + II-{X2<s2} + €, (616)

wobei ¢ ein zufilliger Beobachtungsfehler sei (dieses Beispiel ist entnommen aus [17]).
Um die korrekte Struktur zu ermitteln, muss zunichst ein Split entlang der Koordinate
X1 bei 51 durchgefiihrt werden und danach in beiden entstandenen Bereichen ein Split
entlang der Koordinate X» bei s». Auf Basis der verrauschten Trainingsdaten wird #,
jedoch in beiden Bereichen unterschiedlich geschitzt (§2L #= 55 ) und damit eine Struktur
der Form

ff(x) = Cl]l{X1<§1,X2<§2L} + Cz]l{X] <$1,X2>5%)

+C31{X12§1,X2<3‘2R} + C41{X12§|,X223'§}

erhalten, d.h., die einfache Struktur von GI. (6.16) wird nicht wiedergegeben. Es gibt
komplexere Algorithmen wie MARS (vgl. [17]), die solche Strukturen direkt erfassen
konnen. Wir lernen in Abschn. 6.5 die Technik des Boostings kennen, welche ebenfalls
in der Lage ist, gute Algorithmen fiir Modelle der Form Gl. (6.16) zu liefern.

Wir haben in diesem Abschnitt nur bindre Bdume betrachtet, d.h., in jedem Aufteilungs-
schritt werden aus einer Menge zwei neue Mengen durch einen senkrechten Schnitt erzeugt
(sogenannter bindrer Split). Es ist aus mathematischer Sicht nicht notwendig, Aufteilungen
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in mehr Mengen pro Schritt zuzulassen, da dasselbe Resultat durch sukzessive Ausfiih-
rung von bindren Splits erhalten werden kann. In der Praxis werden Techniken, welche in
einem Schritt in mehr als zwei Mengen aufteilen, nur bei sehr speziellen Problemstellungen
verwendet.

6.4 Bagging

Bagging ist eine Abkiirzung fiir ,,Bootstrap Aggregating. Der englische Begriff bootstrap
bedeutet iibersetzt ,,Schniirsenkel“ — die Methode soll die Ahnlichkeit mit dem Vorgehen
ausdriicken, sich selbst an den eigenen Schniirsenkeln hochzuziehen und sich somit aus
eigener Kraft und ohne fremde Hilfe auf wundersame Weise hochzuarbeiten. Ubertragen
auf unsere Situation bedeutet dies, dass die Technik es ermoglicht, ohne weitere Daten oder
Wissen von aulen einen bereits vorhandenen Algorithmus f,, zu verbessern. Das Grundkon-
zept sieht vor, aus den bereits beobachteten Trainingsdaten neue Trainingsdaten (sogenannte
Bootstrap-Stichproben) zu generieren (bzw. anzusammeln, daher aggregating), auf welche
dann erneut der Algorithmus f,, angewandt werden kann. Man erhélt so Ergebnisse des
Algorithmus resultierend aus immer neuen Trainingsdaten; durch Kombination der Ergeb-
nisse wird ein stabilerer, neuer Algorithmus erzeugt.

Die Technik ist nicht auf die Anwendung auf Bdume beschrinkt, sondern kann auf belie-
bige Algorithmen angewandt werden. Allerdings zeigt sich in der Praxis, dass besonders
bei Biumen eine starke Verbesserung erreicht werden kann. Wir rekapitulieren zunéchst
die elementare Boostrap-Technik aus der Sicht der Statistik und wenden diese dann auf
CARTs an.

Definition 6.23 (Bootstrap fiir i.i.d. Beobachtungen — Regression)
Sei B € N (Anzahl der Bootstrap-Stichproben).

Gegeben seieni. i. d. reellwertige Zufallsvariablen Z; ~ PZi=1,...,nDie Verteilung
PZ hiinge von einem Parameter 6 € R ab, und é,, = é,, (Z1, ..., Z,) sei ein Schitzer fiir 6
basierend auf den Beobachtungen Z, ..., Z,.

Firb=1,..., B:

e Ziche zufillig gleichverteilt, mit Zuriicklegen Z Tb e Zaus (Zy, ..., Zy).
e Berechne é,;"b =0,(Z, ..., Z,”;b).

Der Bootstrap-Schditzer fiir 6 lautet

1 B
hboot H*xb
Qn = — E .
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Wir erhalten also in jeder Wiederholung b € {1, ..., n} neue Beobachtungen Z ’fl’, cees
Z;';” durch simples zufilliges Ziehen aus den urspriinglichen Beobachtungen Zy, ..., Z,.
Da das Ziehen mit Zuriicklegen erfolgt, konnen einige Z; in den neuen Beobachtungen
doppelt vorkommen. Erst dadurch wird gewihrleistet, dass {Z7, ..., Z;,k”} tatsdchlich von
{Z1, ..., Z,} verschieden ist.

Der Ausdruck 2% schitzt fiir groBes B € N den Term

6, :=E[0:1Z1,..., Z4],

denn nach dem (bedingten) starken Gesetz der grof3en Zahlen gilt P-f.s.:
1B
oot = EZ S B0 Zy, . Za) =0, (B — 00)
b=1

Die exakte Berechnung von 6, ist zwar moglich, aber sehr rechenintensiv, da iiber alle mog-
lichen Kombinationen (Z7, ..., Z%) mit Z} € {Zy,..., Z,} gewichtet mit deren Wahr-
scheinlichkeit gemittelt werden miisste. Deswegen nutzt man stattdessen obige Approxima-
tion durch 62°°". Wir zeigen nun, dass 6°°°" im Allgemeinen bessere Eigenschaften als der
urspriingliche Schiitzer 6, besitzt.

Um diesen Vergleich mathematisch durchfiihren zu konnen, nutzen wir zusétzlich die
Interpretation é,, i é,;"l ,d.h., wir nehmen an, dass é,, im Wesentlichen die gleiche Verteilung
wie 6! besitzt (beide Schiitzer basieren auf einem Satz von Trainingsdaten). Damit erhalten
wir

groor —6, & 6,6

und leiten nun eine exakte mathematische Aussage fiir die rechte Seite her:

Proposition 6.24 Es gilt Var(6,) < Var(§*!), aber Ef, = EA*'. Das heiBt, 6, hat den
gleichen Bias, aber eine kleinere Varianz als é,fl.

Beweis Die Aussage Ef, = Eéj,‘ !ist aufgrund der Turmeigenschaft fiir bedingte Erwar-
tungswerte klar. Weiter gilt:

Var(§¥) = E[(6}! — EOF1)?]
E6*! =E6, A
(= E[E[(G:I — 6, + 6, —E6,)?| zl,...,zn]]

=E[EI@;' — 607 Z1..... Zu] | + B0 — B6,)?)

Zy A
r eI g @) 2y, L Za) + Var(©@) 6.17)
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Die Varianz von 6,, wird konkret geringer um den Term
EVar(0'|Z1, ..., Zy),

d.h. um den Erwartungswert der bedingten Varianz von 67,;"1 gegeben Zy, ..., Z,. Dieser

Term misst, wie stark der urspriingliche Schitzer 6,, variiert, wenn er auf Daten angewandt
wird, die zufillig aus den Trainingsdaten gezogen werden. Diese Messung imitiert damit,
wie variabel 9, auf viele verschiedene Ausprdgungen von jeweils n Trainingsdaten reagiert.
Ubertragen auf §2°° bedeutet das: §2°°" stabilisiert §,, indem durch Mittelung des Verhal-
tens von én iiber viele verschiedene (durch zufilliges Ziehen imitierte) Trainingsdaten die
Abhingigkeit von deren urspriinglicher Form verringert wird.

6.4.1 Anwendung auf Regressionsbaume

Ist & > 0O fest gewihlt, so konnen wir fiir jedes x € X die Bootstrap-Technik aus Definition
6.23 anwenden mit:

o Z;=(X;, ),

e 0 = f*(x) (Bayes-Regel) und

° én = fn (x, X1, Y1,..., X, Y,) ein CART-Algorithmus fiir Regression, z.B. f,,(x) =
ff.ng.){J (X)

Dadurch erhalten wir den sogenannten Bagging-Algorithmus fiir Regressionsbdume:

Definition 6.25 (Bagging fiir Regressionsbiume)
Sei B € N (Anzahl der Bootstrap-Samples), x € X.

id
Gegeben seien (X, Y;) i PXY) i =1,...,n.Firb=1,...,B:
e Ziehe zufillig gleichverteilt, mit Zuriicklegen (X3?, Y;), ..., (X2, ¥;*) aus (X1, Y1),
s (X, V).
e Berechne /7 (x) = f,(x, X3, ¥/ ... X:b vih).

Der Bagging-Algorithmus fiir Regression lautet

P @) = — Zf*b( ). ¢

Bemerkung Der Parameter A kann auch individuell fiir jede Bootstrap-Stichprobe bestimmt
werden; dafiir sollte jedoch nicht Cross Validation genutzt werden. Der Grund ist, dass die
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Stichproben (X i‘b Y by, ... (X ,’;h Y ;l"b ) oft einige Trainingsdaten doppelt oder sogar mehr-
fach enthalten und damit Daten gleichzeitig zum Schitzen und zum Validieren verwendet
werden, was das Prinzip von Cross Validation konterkariert.

In Abb.6.9 sind zwei verschiedene f,fb basierend auf Beobachtungen des Modells aus
Gl. (6.1) dargestellt sowie das Resultat des zugehorigen Bagging-Algorithmus ff “88 fiir B =
1000. Den Parameter A = A, haben wir zu Beginn einmal basierend auf den urspriinglichen
Trainingsdaten (X;, Y;),i = 1, ..., n mittels Bemerkung 6.21 bestimmt.

Die Entscheidungsregel f,,(x) basierend auf einem einzigen Baum ist stark abhingig
von seiner Struktur der Trainingsdaten (X;, ¥;),i = 1,...,n, d.h,, f,, besitzt eine groBe

a Regressionsbaum basierend auf Bootstrap-Stichprobe b Regressionsbaum basierend auf Bootstrap-Stichprobe
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Abb. 6.9 Bagging fiir Regression: a, b sind die Resultate eines CART-Algorithmus f,;“b fiir
Regression angewandt auf zwei Bootstrap-Stichproben. c ist das Resultat des kompletten Bagging-

Algorithmus Anbagg
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Varianz. Durch Bagging kann die Varianz wesentlich reduziert werden. Anschaulich dufert
sich das darin, dass die Form von ff “88 wesentlich glatter ist als die von fn Allerdings
verliert man durch Bagging auch die Interpretierbarkeit der Baumstruktur, denn f,,bagg ist
nun ein Mittelwert vieler verschiedener Biume.

6.4.2 Anwendung auf Klassifikationsbaume

Sei nun fn x) = fn (x, X1,Y1,..., Xpn, Yy) ein CART-Algorithmus fiir Klassifikation mit
Yy ={l,...,K}, z.B. fn(x) = ffw"g,)\p (x) mit fest gewdhltem A > 0. Im Gegensatz zur
Regression ist hier keine sinnvolle Mittelwertbildung moglich. Stattdessen betrachten wir
die Ergebnisse f;‘b (x),b =1, ..., B auf den Bootstrap-Stichproben als verschiedene ,,Mei-
nungen‘, welche Klasse k € Y die richtige fiir x € & ist. Motiviert durch die Anschauung
definieren wir den Bagging-Algorithmus als die Klasse, welche bei den B Stichproben am
hiufigsten ausgewihlt wurde (sog. majority vote):

Definition 6.26 (Bagging fiir Klassifikationsbiume per majority vote)
Sei die Notation wie in Definition 6.25. Der Bagging-Algorithmus fiir Klassifikation lautet

fhass (x) = arg max #{b e {1,..., B} : £**(x) = k). ¢
ke{l,..., K}

Bei der 0-1-Verlustfunktion L(y, s) = 1y gilt keine Ungleichung der Form Gl. (6.17),
d.h., bei obigem Algorithmus kann man nicht davon ausgehen, dass f,f “88 ein geringeres
Risiko als der urspriingliche Algorithmus f,, besitzt. Es gibt Spezialfille, in denen der
Algorithmus durch Bagging schlechter werden kann. Man kann aber in einigen Féllen zeigen
(zum Beispiel fiir Baumstiimpfe, d. h. Biume mit Tiefe 1), dass Bagging trotzdem zu einer
Reduktion des Risikos fiihrt (vgl. [13, Proposition 2.1, Corollary 2.1]).

Die Entwicklung eines Bagging-Algorithmus, welcher dhnlich wie im Regressionsfall
eine Garantie fiir ein geringeres Risiko gibt, darf daher nicht direkt auf den Resultaten f;‘b (x)
und der 0- 1-Verlustfunktion basieren. Ein typischer Ansatz in der Praxis ist es, den Bagging-
Algorithmus nicht direkt auf fn, sondern stattdessen auf andere mit fn (x) in Verbindung
stehende, stetige Werte anzuwenden, fiir die eine Ungleichung der Form GI. (6.17) wieder
gilt (mit der quadratischen Verlustfunktion) und fiir die eine Mittelwertbildung Sinn hat.
Im Folgenden sei fn ein Algorithmus, der in der Lage ist, anstatt nur eine Entscheidung
fiir die Klasse y € ) von x € X auch noch eine Schitzung fiir die Wahrscheinlichkeit
p;(x) :=P(Y = k|X = x) anzugeben. Dann ist es naheliegend, Definition 6.23 auf die
stetigen 6 = p;(x) anzuwenden. Wurde ein Klassifikationsbaum durch Trainingsdaten
erzeugt, so existiert eine natiirliche Schétzung fiir p,’: (x):



6.4 Bagging 189

Definition 6.27
Sei T ein Klassifikationsbaum und (X;, ¥;), i = 1, ..., n Beobachtungen. Sei n(T) =
{A1, ..., Agr} die Partition des Raumes durch 7'. Fiir A C X sei wie in Gl. (6.12) definiert:
. #{i . X; €AY =k}
A) =
Pk(A) ¥A
Dann sind
#T
Pra) =Y pr(Aw)-1a,(x), k=1,....K
m=1

die vom Baum T zugeordneten Klassenwahrscheinlichkeiten von x bzgl. der Trainingsdaten
(Xi,Yi),iZI,...,n. ’

Einsetzen in die Definition 6.23 mit Z; = (X;, Y;), 0 = p;(x) = P(Y = k|X = x) und
én = ﬁfn ) k=1,...,K), wobei T,(X1, Y1, ..., Xy, ¥;,) ein CART-Algorithmus fiir
Klassifiation (z. B. f“,, = fng ’Ap ), liefert folgende Definition:

Definition 6.28 (Bagging fiir Klassifikationsbiume per Klassen-WS)

iid
Sei B € N (Anzahl der Bootstrap-Stichproben), x € X. Gegeben seien (X;, ;) < PX.Y)
i=1,...,n.Firb=1,..., B:

e Ziche zufillig gleichverteilt, mit Zuriicklegen, (X%, Y;?), ..., (X3, ) aus (X1, Y1),

ooy (X V). ) .
e Berechne p;?(x) = pja , (x) mit 7,0 (x) = T, (x, X2, Y0, ..., X3, v;i0).

Der Bagging-Algorithmus mit Klassen-Wahrscheinlichkeiten lautet

B

bag ~b ~bag 1 .
f %8 (x) = arg max p*¢(x), P (x) = 3 Zp;{kb(x). ¢
ke(l,...K) P

Abb. 6.10 zeigt zwei verschiedene fn*b basierend auf Beobachtungen aus dem Modell (6.2)

sowie das Resultat des zugehorigen Bagging-Algorithmus £*¢ fiir B = 1000 mit majority

vote aus Definition 6.26. Der Algorithmus aus Definition 6.28 liefert ein Zhnliches Ergebnis.
Wir geben noch zwei abschlielende Bemerkungen zu Bagging:

Bemerkung 6.29

e Die Komplexitit der Entscheidungsregeln, welche von Bagging durch einen Ausgangsal-
gorithmus f,, erzeugt werden konnen, hingt wesentlich von der Komplexitit der von fn
erzeugten Entscheidungsregeln ab. Liefert f,, beispielsweise nur Entscheidungsregeln aus
einem sehr beschriankten Funktionenraum (zum Beispiel nur sogenannte Baumstiimpfe,
d.h. Biume mit Tiefe 1), so wird auch £7*®¢ nur Funktionen aus einem sehr kleinem
Funktionenraum liefern konnen und somit ggf. die Komplexitit von f* nicht darstellen
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Abb.6.10 Bagging fiir Regression: a, b sind die Resultate eines CART-Algorithmus A,j‘b fiir Klas-
sifikation angewandt auf zwei Bootstrap-Stichproben. ¢ ist das Resultat des kompletten Bagging-

Algorithmus f,? 988 mit majority vote aus Definition 6.26

konnen. Die Technik des majority vote ist trotz der formal schlechteren Eigenschaften
populédr und wurde mittels der Random Forests (vgl. Abschn. 6.6) verbessert.
e Ohne konkretere Modellannahmen an f* unterliegt fA,f’ “88 immer noch dem Fluch der
Dimension, d. h., das Excess Bayes Risk von f,f’ 988 hat eine Konvergenzrate nicht besser

alsn

~1/d

. Allerdings wissen wir aufgrund von Proposition 6.24, dass ff “88 fiir endliches

n immer einen Algorithmus mit geringerem Risiko liefert (eine bessere finite sample

performance).
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6.5 Boosting

Boosting (verstidrken) beschreibt eine Technik, aus einem bereits vorliegenden Algorithmus
fn iterativ einen neuen Algorithmus f fboost mit einem geringeren Generalisierungsfehler
herzuleiten. In diesem Kontext wird fn Basisalgorithmus genannt, und f,f""” Boosting-
Algorithmus. Auch wenn der Basisalgorithmus keine besonders komplexen Entscheidungs-
regeln liefert, d. h. fn nur in einem einfachen Funktionenraum liegt, konnen fiir den zugehori-
gen Boosting-Algorithmus f, fboost ynter geeigneten Modellannahmen gute Konvergenzraten
gezeigt werden. Damit ist Boosting vor allem fiir Bdume interessant: Mittels eines gierigen
Verfahrens kann beispielsweise schnell ein CART mit Tiefe 3 erzeugt werden — damit liegt
der zugehorige Algorithmus f,, in einem sehr einfachen Funktionenraum. Auch wenn fn
aufgrund seiner groben Struktur oft noch keine gute Schitzung fiir f* ist, so kann der darauf
aufbauende f,f’””” eine sehr gute Ndherung von f* liefern.

Wir motivieren zunichst das Verfahren. Eine formale Beschreibung des Boosting-
Algorithmus erfolgt erst in Definition 6.32. Gegeben Trainingsdaten (X;, ¥;),i =1,...,n
ist die Grundidee wie folgt: Ausgehend von einer beliebigen Entscheidungsregel £O wird
schrittweise ein Algorithmus fom aufgebaut (m € N). Im m-ten Schritt werden durch das
bisher erstellte f (m) einige Trainingsdaten noch nicht gut erklirt, d.h., L(Y;, f M (X;)) ist
fiir einige i € {1, ..., n} noch groB3. Der Basisalgorithmus f,, wird verwendet, um das Ver-
halten von £ besonders bei diesen schlecht erklirten Trainingsdaten zu korrigieren und
damit einen verbesserten Algorithmus f (n+1) 7u erzeugen. Wihrend man bei Regressions-
problemen direkt die bisher entstandenen ,,Fehler* ¥; — £ (X;) in die Erstellung von f,
einbezieht, geschieht die Korrektur bei Klassifikation anschaulich durch Anwendung von fn
auf modifizierte Trainingsdaten, bei welchen noch nicht gut erklidrte Beobachtungen stérker
gewichtet und somit bei Anwendung von fn stirker beriicksichtigt werden.

Als Grenzwert dieses Vorgehens entsteht f,f"”” I

Wir illustrieren das Vorgehen am Beispiel eines Regressionsproblems mit quadratischer
Verlustfunktion und motivieren, warum f,,(m) besser arbeiten sollte als fn:

Bemerkung 6.30 (Vorgehen und Motivation: Boosting fiir Regression)

1. Bestimme fn(l) = f,l(Xl, Yi,..., X, Yn).

2. Bestimme die ,,Fehler )7(1) =Y — f,,(l)(X ).

3. Bestimme g A(2) fn(Xl, Y(l) . X, Y(l)) welcher nun versucht, die durch f(l)
gemachten Fehler moghchst gut Vorherzusagen.

4. Der Algorithmus f;, AL (1) + & A(z) sollte nun besser arbeiten als fn(l), denn

7O = (v, — ¥ V) + (7Y + Fehler §@) = ¥; + Fehler 2.

Da g,‘f’ insgesamt ,kleinere” Werte beschreiben muss als f,,(l) (namlich nur die Fehler
aus dem zweiten Schritt), sollte



192 6 Regressions- und Klassifikationsbdume; Bagging ...

Y — [P XD < 1Y — fVXDL i=1,..n

und damit Rn(f,fz)) < Ién (fn(l)) gelten.

Das Prinzip wird dann wiederholt, indem fn auf die Daten (X;, }71.(2)), i=1,...,nmitden
Fehlern )71'(2) =Y — fn(z)(X i) angewandt wird, um einen Algorithmus g,?’ zu erhalten,
usw.

Durch dieses Vorgehen wird ein Algorithmus generiert, der zunichst nur zum Ziel hat, das
empirische Risiko f +— Rn( f) zuminimieren. Aufgrund der Form von fn istallerdings auch

An(k) in seiner Form eingeschréinkt. Wir werden sehen, dass bei ausreichend ,,groben‘ f,, und
einem rechtzeitigen Abbruch der obigen Iteration eine Uberanpassung an die Trainingsdaten

verhindert werden kann.

6.5.1 Formale Beschreibung

Im Folgenden nehmen wir an, dass der Basisalgorithmus ﬁ, in einer Klasse C C {f :
X — Y} von einfach strukturierten Entscheidungsfunktionen liege. Beispielsweise bilden
sogenannte Baumstiimpfe (Baume mit Tiefe 1) oder allgemeiner CARTSs mit Tiefe J eine
solche Klasse C:

Beispiel 6.31 Fiir / € N sei
Cyj:={fr : T CART mit Tiefe J}. (6.18)
Im Spezialfall J = 1 erhalten wir die Klasse der Baumstumpf-Entscheidungsregeln

Ci={n Lyj<sp t 22 Ligyzsp iy, 2 €V, j €{l,....d}h s e R}

Das oben im Falle der Regression motivierte Verfahren liefert schrittweise Algorithmen
der Form
fn(M) — gr(ll) 4+t gyr(lM), (6.19)

als deren Limes fir M — oo der Boosting-Algorithmus f?°**" entsteht. Im Falle der
Klassifikation ist die Darstellung eines neuen Klassifizierers durch Gl. (6.19) jedoch nicht
sinnvoll, da die rechte Seite im Allgemeinen nicht mehr in ) enthalten ist. Um hier ein
dhnlich strukturiertes Verfahren verwenden zu konnen, nutzen wir den folgenden Trick:
Wir betrachten nur noch zwei Klassen ) = {—1, +1} und schétzen statt f* eine optimale
Diskriminantenfunktion §* : X — R mit der Eigenschaft

£*(x) = sign(8* (x)).
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Sind 2™ : X > Y ={—1,+1},m = 1,..., M Algorithmen, so gilt /™ e {(—M, M}.
Fiir x € X ist beispielsweise fn(M) (x) = M, wenn g,(,’”)(x) = 1fiirallem € {1,..., M}

gilt. Entsprechend driickt f,,(M) (x) mit seiner GroBe aus, wie sicher x € X der Klasse —1
bzw. +1 angehort.

Im oben beschriebenen Vorgehen fiir Regression (Bemerkung 6.30) nimmt der Einfluss
der einzelnen gwf;”) auf das Endergebnis f,,(M) mit jeder Iteration ab, da die zu beschreibenden
Werte ?i(m) und damit auch die Funktionswerte der Algorithmen g}{") kleiner werden. Im
Klassifikationsfall jedoch liefert aufgrund des Wertebereichs ) = {—1, 41} jeder Summand
g,ﬁ”” in GL. (6.19) denselben Beitrag, und der Einfluss auch fiir hohe m nimmt nicht ab. Um die
Konvergenz des Verfahrens und eine Gewichtung der einzelnen Summanden gewéhrleisten

zu konnen, erweitern wir die Darstellung auf
70 = B 4+ Bl

mit geeigneten Koeffizienten Bm = 0. Auchim Regressionsfall kann eine solche Darstellung
entstehen, wenn keine quadratische Verlustfunktion genutzt wird, vgl. Definition 6.37.

Bei der mathematischen Beschreibung von f:f’”"” ignorieren wir zunichst das schritt-
weise Vorgehen zur Ermittlung und formulieren den Limes f boost

i nur auf Basis der erhal-
tenen Summenstruktur.

Definition 6.32 (Boosting-Algorithmus)
Sei C eine Menge von Entscheidungsfunktionen . Seien B, C [0, co) (m € N) und

M
F={xr— Z,Bm~g(m)(x):MeN,Vm e{l,....M}:¢"™ €C, By € Bn}. (620
m=1

Sei L : Y x R — R eine Verlustfunktion.

e Im Falle Y = R (Regression) heif3t

frf’w” :€ arg min — ZL(Yi, J(Xi).
fer NI

e Im Falle Y = {—1, +1} (Klassifikation) heif3t

A A Q 1 -
fnbOOSt — Sign(SZOOSt)» 620051‘ ‘€ arg min ; ZL(YI, S(Xl))
SeF i=1

Boosting-Algorithmus basierend auf C. ¢
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Man kann zeigen, dass das obige Optimierungsproblem in vielen Féllen ndherungsweise
durch ein iteratives Bestimmen der Summanden von f2°5" bzw. §2005 gelsst werden
kann (wie eingangs motiviert). Dieses Vorgehen wird forward stagewise additive mode-
ling genannt:

Definition 6.33 (Forward stagewise additive modeling)
Sei M € N. Setze f© = 0. Fiirm =1,2,3,..., M, bestimme

. e A
(Bw.8™) :€ argmin — > " L(Y;, f™"V(X;) + B - (X)),
BeBw.geC M i

wobei f) = Fm=1 4 g . 50m Dann ist
M
fM@) = B, xex.
m=1

Im Falle der Klassifikation benutzen wir die Bezeichnung 5 anstelle von f m) ¢

In [42, Lemma4.2/Theorem 4.1] werden Bedingungen formuliert, unter welchen die Appro-
Ximation
f(M) ~ beOSt bZW S(M) ~ Sboost (6 21)
n ° n *

gerechtfertigt ist:

Lemma 6.34 Ist R(f) = EL(Y, f(X)) eine konvexe Funktion in f (d.h., fiir alle @ €
[0, 11, f1, f2 € F gilt R(e fi + (1 — @) f2) < aR(f1) + (1 — a)R(f2)), und ist

o0 5 o0 5 B
> hw=o0, Y hy <oo, hy:= sup B, (6.22)
m=1 m=1 BEB

so folgt fiir x € X: fM (x) — fbo05 (x) bzw. §M) (x) — 52095 (x) (M — o0).

Das bedeutet, solange die GroBe der Gewichte B, (gesteuert durch die Menge moglicher
Gewichte B,,) fiir m — oo nicht zu schnell und nicht zu langsam absinkt, gilt Gl. (6.21).
Durch dieses Resultat ist es gerechtfertigt, das komplizierte Minimierungsproblem von
f,f"”’” durch das einfachere, schrittweise Minimierungsproblem vom forward stagewise
additive modeling zu ersetzen.

Wir nutzen daher f M) bzw, §M) zur Bestimmung von expliziten Formeln bzw. Verfahren
fiir Boosting-Algorithmen. Anstelle der exakten Minimierer (ﬁm, &™) werden wir jedoch
oft nur Niherungen (,ém, g<m>) nutzen. Tatsédchlich erlaubt die Formulierung in [42] derlei
Abweichungen, und es ist immer noch méglich, theoretische Resultate nachzuweisen (vgl.
Abschn. 6.5.5).
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6.5.2 Boosting und Regressionsbaume

Es sei jetzt L die quadratische Verlustfunktion und entsprechend f*(x) = E[Y1|X; = x].
Ziel dieses Abschnitts ist die Ermittlung expliziter Formeln fiir einen Boosting-Algorithmus,
wenn wir fiir den Basisalgorithmus einen Regressionsbaum mit Tiefe hochstens J € N
wihlen. Wir ermitteln dazu fnf %ward unter Verwendung der quadratischen Verlustfunktion
L(y,s) = (y — s)*. Alle moglichen durch den Basisalgorithmus erzeugten Entscheidungs-
regeln liegen in der Klasse C;, vgl. GI. (6.18).

Da f € Cy jede reelle Zahl erreichen kann, ist die Klasse F in GL.(6.20) durch die
Gewichte B, liberparametrisiert; durch Weglassen der Gewichte bzw. Setzen von 8,, = 1
(m € N) konnen dieselben Funktionen beschrieben werden. Die Formel fiir f (M) reduziert
sich daher wieder zu

M
FMey =3y,
m=1
mit

X 1 A
g :earg min — " L(Y;, f"V(X0) + g(X)))
geC; M

] no - ] n o
=arg min — Z(Yi(m D _ ¢(X))? = arg min — Z L(Yl.(m D e(xi)), (623

geCy i=1 g€Cy i=1

wobei 171,('"71) =Y, — fm=D(x)).

Die exakte Losung dieses Optimierungsproblems ist aufwendig. Wir ermitteln stattdessen
eine niherungsweise Losung mittels eines CART-Algorithmus fiir Regression, welcher X;
an die Werte I?i(mfl) anpasst (vgl. Definition 6.15). Zusammengefasst ergibt sich folgendes
Verfahren:

Definition 6.35 (Boosting mittels Regressionsbiumen)
Sei L(y,s) = (y — $)? die quadratische Verlustfunktion. Sei / € N und M € N. Sei
FO =50 =0.Firm =1,2,3, ..., M, fiihre durch:

o Setze ?i(m_l) =Y — f=D(x;).

e Setze g (x) := ffn (x), wobei T, ein Regressionsbaum mit Tiefe J basierend auf den
Daten (X;, """y, i = 1,..., nist.

o [ ="+ ).

Dann heif3t ﬁlbf}f,;”’%(x) = M) (x) gendiherter Boosting-Algorithmus fiir Regression. 4

In Abb. 6.11 sind einige f®™) (x) mit J/ = 1 angewandt auf n = 200 Beobachtungen des
Modells Gl.(6.1) fiir verschiedene Anzahlen von Iterationen M abgebildet. Zusitzlich
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Abb. 6.11 Boosting mit Regressionsbdumen: Darstellung von f:folglﬂ’%

Der Basisalgorithmus entspricht einem Regressionsbaum mit Tiefe J = 1

fiir verschiedene M € N.
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werden die aktuellen Fehler ¥ l.(M_l) aufgetragen. Man erkennt, dass /™ fiir groBe M (in
der Abbildung fiir M = 1000 unten rechts zu sehen) zu Uberanpassung neigt. Dies liegt
jedoch nicht an der Approximation /™) ~ f,f”‘”’ , sondern daran, dass auch der Boosting-
Algorithmus f,f’”” ! selbst iiberangepasst an die Trainingsdaten ist. Selbst fiir duBerst einfa-
che Klassen C; (d.h. J klein) ist es moglich, ein Element f € Fmit f(X;) = Y; (i =
1, ..., n) zu finden, wenn die Anzahl der Summanden M nur grof} genug gewihlt wird, vgl.
Abschn. ,,Modellannahme®. Fiir die spitere theoretische Betrachtung muss daher fiir sinnvolle
Resultate entweder eine Bedingung an die Gro83e von §,,, oder an die Grofie von M gestellt wer-
den. In diesem Sinne sind B,,, und M als Hyperparameter des Verfahrens zu betrachten.

In der Praxis ist eine Begrenzung von M wesentlich einfacher umzusetzen; sie entspricht
dem Stoppen des Verfahrens in Definition 6.35 nach einer bestimmten Anzahl von Itera-
tionen (sog. early stopping). Diese Anzahl ist wesentlich geringer, als was rein von der
Berechnungszeit her moglich wire.

Fassen wir M als Hyperparameter auf, so konnen wir das Standardverfahren aus Bemer-
kung 1.21 zur Auswahl von M nutzen, d. h., wir liberwachen den Validierungsfehler wihrend
der Boosting-Iterationen. Dazu werden die urspriinglichen Beobachtungen (X;, Y;);=1,.. N
aufgeteilt in eine Menge an Trainingsdaten (X;, ¥;);=1,...» (n < N), welche zur Durchfiih-
rung des Boosting-Algorithmus verwendet wird, und eine Menge ()_( LY )i=1....N—n,Welche
zur Berechnung des Validierungsfehlers verwendet wird mittels

.....

N—n
empRV (f*)) = ﬁ Y L fM K. (6.24)
i=1

Der Validierungsfehler empRV ( £y sinkt fiir wachsendes M zuniichst ab, wiichst aller-
dings wieder an, sobald Uberanpassung an die Trainingsdaten eintritt. Wir wihlen entspre-
chend M € arg min,,; .y empRV( £y In Abb. 6.12 ist der Verlauf von Validierungsfehler
und Trainingsfehler

Ry(f) = % DL, fM (X))
i=1

basierend auf N = 400 Beobachtungen zu sehen, wobei wir nur die bereits in Abb.6.11
dargestellten n = 200 Trainingsdaten zur Erstellung des Boosting-Algorithmus und die rest-
lichen N — n = 200 zur Berechnung des Validierungsfehlers in Gl.(6.24) genutzt haben.
Gemil} Abb.6.12 erzeugt M =~ 100 die niedrigsten Validierungsfehler, die Entscheidungs-
regel 499 ist in Abb.6.11 zu sehen.

Prinzipiell ist auch die Anwendung von f™) mit J > 2 moglich. Wir werden allerdings
in Abschn. 6.5.5 sehen, dass dies bei diesem Modell nicht notwendig ist. Da beim Boosting
M der einzige Hyperparameter ist, sollten dessen Werte moglichst zu vielen Entscheidungs-
regeln £ mit niedrigem Risiko fiihren, aus denen dann mittels des Validierungsfehlers
ausgewihlt werden kann. Fiir hohe J liefern jedoch bereits die einzelnen Entscheidungsre-
geln g gute Beschreibungen der Trainingsdaten, und f ™) ist oft schon mit sehr kleinem
M iiberangepasst. Daher sollte man J in der Praxis nicht zu grof3 wihlen.



198 6 Regressions- und Klassifikationsbdume; Bagging ...

Trainingsfehler vs. Validierungsfehler
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Abb.6.12 Boosting mit Regressionsbiumen: Uberwachung des Risikos von f boost,~

. ausDefinition
6.35 mittels des Validierungsfehlers

6.5.3 Ausblick: Gradient Boosting mit Regressionsbaumen

Bemerkung 6.36 Je nach Anwendungsproblem werden auch von der quadratischen Ver-
lustfunktion verschiedene Verlustfunktionen L verwendet. Beispiele sind die absolute Ver-
lustfunktion L(y, s) = |y — s| oder der Huber-Verlust

(y—972 ly—sl<s,

L(y,s) =
{5-|y—s|, ly —s|>§

mit geeignet gewdhltem § > 0. Diese sorgen fiir Robustheit des Algorithmus gegeniiber
Ausreiflern, d.h. gegeniiber einzelnen Trainingsdaten, welche nicht der Modellannahme
entsprechen. Bei Verwendung dieser Verlustfunktionen besitzt GI. (6.23) keine direkte Inter-
pretation als Regressionsbaum im Sinne von Definition 6.15, der einen quadratischen Verlust
minimiert. Fiir einige Verlustfunktionen sind Modifikationen von Definition 6.15 moglich,
indem das Minimierungsproblem in GI. (6.10) entsprechend fiir den neuen Verlust geldst
wird. Im Falle von L(y,s) = |y — s| ergibt sich zum Beispiel anstelle des Mittelwerts
ck(j,s) = Zi:X,-EAk(j,s) Y; der Median med{Y; : X; € Ar(j, s)}.
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Bei komplizierteren, aber zumindest differenzierbaren Verlustfunktionen L nutzt man die
Technik des Gradient Boosting. Ausgangspunkt dieses Ansatzes ist die Interpretation der
Summenstruktur des Boosting-Algorithmus als Iterationen einer Gradientenmethode. Ist
das Ziel zunichst die Minimierung von

. 1<
Ra(f) =~ L(Yi, f(X0)

i=1

iiber alle moglichen Funktionen f : X — )/, so unterliegen die verschiedenen Funk-
tionswerte f(X;), i = 1,...,n keiner Einschrinkung. Dann kann die Minimierung
in f stattdessen aufgefasst werden als Minimierung in den einzelnen Funktionswerten
(fXD, ..., fX )T e R", und eine offensichtliche Losung ist f(X;) = Y, i =
1, ..., n.Diese Feststellung gibt uns jedoch keine Information, wie zu verfahren ist, wenn f
Einschrinkungen unterliegt. Der Minimierer von R( f) kann aber auch schrittweise durch
eine Gradientenmethode ermittelt werden: Setze f © = 0 und definiere Funktionen f (m)
auf den Werten X, ..., X,, durch

F(xy) Fo=Dxy)
: = : = B ). X0 R (O 2 ey
F™(X,) Fr=(x,)

m=12,... (6.25)

mit geeignetem B, > O (wir sehen gleich, dass diese nicht vorgegeben werden miissen).
Setzen wir

-1
"V = =0, L (Y, @) iy, (6.26)
so ist Gl.(6.25) dquivalent zu
f(m)(xl) f(mfl)(Xl) rl(m—l)
: = : + B - : : (6.27)
Fmxn) D) Y
Definieren wir eine Funktion g<m> auf X, ..., X,, durch
gy ="V, =1, 0, (6.28)
so ist (6.27) dquivalent zu
FX) = F" V&) + B g (XD), i=1. (6.29)

Interpretieren wir die Regel als eine Berechnungsvorschrift fiir die gesamte Funktion f ™
(d.h. nicht nur auf den Werten X1, ..., X,), so hat Gl. (6.29) genau die Form des forward
stagewise additive modeling aus Definition 6.33.



200 6 Regressions- und Klassifikationsbdume; Bagging ...

Fordern wir nun entsprechend f € F, so muss zwingend §" € C gelten. Damit
Gl. (6.29) dann weiterhin ndherungsweise der Anwendung eines Gradientenverfahrens ent-
spricht, muss g e C die Bedingung in Gl.(6.28) so gut wie méglich erfiillen. Dies kann
beispielsweise erreicht werden durch Losung von

1 2
g<’"> :€ arg min — Z (ri(m_l) - g(X,-)) . (6.30)
geC i

Ist g% bestimmt, so kann f,, dem Ansatz aus Definition 6.33 folgend ebenfalls durch ein
Minimierungsproblem bestimmt werden, indem GI. (6.29) validiert wird:

n
B :€ arg min % SoL (Y Fr X + B3 (X0) (6.31)
B=0 i1

Durch Gl. (6.26), (6.30) und (6.31) ergibt sich dann ein Verfahren, das auch bei komplexeren
Verlustfunktionen L eine Niherungslosung fiir f M) aus dem forward stagewise additive
modeling liefert. Durch die zweifache Approximation (einerseits durch die Verwendung
eines Gradientenverfahrens, andererseits durch die Approximation von Gl. (6.28)) ist jedoch
hiufig eine Regularisierung der einzelnen erhaltenen Summanden B,, - g nétig, um das
Verfahren zu stabilisieren. Dies geschieht beispielsweise durch Einfiihrung eines Verklei-
nerungsfaktors v € (0, 1] (engl. shrinkage factor/learning rate), welcher den jeweils neu
erhaltenen Summanden abwertet, so dass f m=1 pur einen , kleinen Schritt“ in die durch
Bm - §"™ vermutete richtige Richtung verschoben wird. Nutzen wir C = Cy, so fiihrt dies
zu folgendem Vorgehen:

Definition 6.37 (Gradienten-Boosting-Algorithmus mit Regressionsbiumen)

Sei L eine beliebige, differenzierbare Verlustfunktion fiir ein Regressionsproblem. Sei
J eN, M e Nundv € (0,1]. Sei f(O) = g<0> = 0.Firm = 1,2,3,..., M, fiihre
durch:

1. Setze ri(m_l) = _aaL(Yi’a)|a=f‘(m*1)(x,-)'

2. Setze 3" (x) := [, (x), wobei 7, ein Regressionsbaum mit Tiefe J basierend auf den
Daten (X;, ri(m_l)), i=1,...,nist.

3. Bestimme f§,, :€ arg ming. o rll YL (Yi, Fo=D(x) + B 'g(m)(Xi))-

4. fme) = FmD@) 4 v B - g ).

Dann heif3t ff (X/),St’x’grad (x) := f (M) (x) Gradienten-Boosting-Algorithmus. ¢
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Bemerkungen

e In der Praxis werden haufig relativ kleine Werte fiir v, z. B. v € (0, 0,1] verwendet.

e Das Optimierungsproblem zur Bestimmung von f,, in Schritt (3) ist ein eindimensio-
nales Problem. Losungen konnen beispielsweise mit einem Newton-Verfahren ermittelt
werden.

6.5.4 Boosting und Klassifikationsbaume

Es sei hier L(y, s) = 1y« die 0-1-Verlustfunktion. Wie bereits in Abschn.6.5.1 bemerkt,
beschrinken wir uns auf Zwei-Klassen-Probleme mit Klassen ) = {—1, +1},d.h. f*(x) =
arg maxye(_j 413 P(Y = k|X = x), und schitzen statt f* eine optimale Diskriminanten-
funktion §* : X — R mit §* € F und

f*(x) =sign(8*(x)), x e &, (6.32)

mittels

. . .
rfmost — Sign(agoost(x))’ Sr}zmmt € arg min ; ZL(YI'» S(Xi)),
SEF .
i=1

wobei L eine Verlustfunktion ist. Zur praktischen Berechnung kann nicht die 0-1-
Verlustfunktion (d.h. L = L) genutzt werden, da diese nicht konvex ist und somit weder
eine effiziente Minimierung von 33""” noch eine Approximation durch das forward stage-
wise additive modeling erlaubt (die Bedingung von Lemma 6.34 ist nicht erfiillt). Stattdessen
verwenden wir daher eine Approximation L der 0-1-Verlustfunktion L mit dhnlichen Eigen-
schaften.

An dieser Stelle verweisen wir auf Abschn. 3.3 und den Standardansatz aus Bemerkung
3.8. Dadurch wird nahegelegt, die natiirliche Erweiterung Lo(y, s) = 1{—ys>0y von L auf
stetige s € R durch eine geeignete Verlustfunktion

Ly,s)=¢(=y-s) (6.33)

Zu ersetzen, wobei ¢ nichtnegativ, konvex und monoton wachsend ist. Boosting kann mit
jedem ¢ durchgefiihrt werden, fiir welche die Kalibrierungsbedingung gilt, d.h., dass das
mit SZ””” geschitzte §* tatsichlich die Gleichung (6.32) erfiillt. Wir zeigen dies fiir die
folgenden beiden Verlustfunktionen in Abschn.6.5.5:

P =¢1(0) =€, 9(2) = ¢2(2) :=log(l + &%), (6.34)

vgl. Abb. 6.13 fiir einen Vergleich von Lo und L. L basierend auf ¢; wird auch exponentielle
Verlustfunktion, L basierend auf ¢> Logit- oder logistische Verlustfunktion bezeichnet.

Im Folgenden bestimmen wir gﬁ”‘” " aus Definition 6.32 mittels der Approximation S0
aus Lemma 6.33 fiir diese beiden Fille.
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Abb. 6.13 Darstellung verschiedener Funktionen ¢ fiir Z,(y, s)=¢(-s)

Das Verfahren mit ¢ (z) = ¢*
Mit der Wahl ¢ (z) = e* ergeben sich besonders einfache Formeln fiir (,3,,1, g<m>), die deren
nahezu exakte Bestimmung und damit auch eine Interpretation von 5 erlauben, was wir
hier nachvollziehen:

Im m-ten Schritt sei 8~ gegeben, wir wollen (ﬁm, &™) ermitteln. Fiir 8 > 0, g € C
gilt (beachte: g : X — YV = {—1, +1}):

(B, g) ==y LY, 8" V(X;)+ B g(X))

i=1

=Y exp[-¥i - VX + B g(X0)]
i=1

=Y w™ - exp(—BYig(Xy), w™ = exp(—Y;:8" "V (X)),
i=1

n

geC (m) _

=Y w™ [P Ly gexin + € P Lv—gxin]
i=1

n n
=/ — ) > W Ly ey +e D w™ (6.35)
i=1

i=1
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Fiir jedes g > 0 gilt

n
8™ := arg min ®(B, g) = arg min Z wi(m)ll{yi#g(xi)}. (6.36)

geC geC o

In diesem Kontext bezeichnet man wl.(m) als Gewichte, denn wi(m) gibt an, wie stark eine

Falschklassifizierung bei der Ermittlung von g™ bestraft wurde. Weiter ist

(m)
=1 Wi Lo o)

n (m)
i=1W;

R 1
Pm = arg min ®(B, ™) = - log
B=0 2

<I—E(m)

W) Eom =

Mit §m = §m=1 4 g a0m) gilt dann im nichsten Schritt wegen —Y;§"(X;) =
2 Liyppomxy — It
1 2 Ao
w" Y = exp(=¥:6™ (X)) = w™ exp(~Y; fn g™ (X))
w™ exp(2hn Ly, g (x,7y) €XP(—Bm) (6.37)

Damit gilt also eine Rekursionsgleichung fiir die Groen wi(m>, m=1,..., M.

Wihlen wir C = Cj, so wird in der Praxis das Optimierungsproblem Gl. (6.36) nicht exakt
gelost, sondern dessen Losung angenihert. Als Approximation nutzen wir einen Regressi-
onsbaum fiir Klassifikation, erstellt durch ein gieriges Verfahren. Wir konnen allerdings
nicht direkt die Definition 6.16 nutzen, denn solch ein Baum approximiert einen Minimierer
des ungewichteten empirischen Risikos g — R,(g) = rll Yoy Ly, £g(x))- Wir modifi-
zieren den Algorithmus aus Definition 6.16 zur Erstellung eines Klassifikationsbaums wie

folgt. Seien wy, ..., w, > 0 Gewichte und Ié;l”(g) =>r, w; Ly, £g(x,))-

Definition 6.38 (Gieriges Verfahren CART/Klassifikation mit Gewichten)
Fiihre die Konstruktion so durch wie in Definition 6.15, aber ersetze (3) durch

min R

w
. n
J:5,€1,€2

(ITpeu (s 85 €1, €2))

= min {feonst+ Y wilprige)t+ Y, wil{yize)
Jssscr,en iX;eA1(j,5) i:X;€A2(j,9)

= min Y wilpaGgant D Wilzais)
iX;€A1(j,5) i:X;€A2(j.5)

—min Y w1 pE G Y [ A (Aa )]
i:X;i€eA1(j,s) i:X;€eAx(j,s)

=min{ 3w [1-pLADI+ Y wi-[l—ﬁg’;(Az)]}, (6.38)

i:X;i€Ay i:X;i€A
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wobeli
Zi:Y,-:k,X,-eA Wi

"u}
© (A) =
Zi:xieA Wi

und

c1(j,s) = arg max p;(A1(J, ),

kefl,..., K}
&2(j,s) = arg max p;’(Aa(j, ).
kefl,...,K}

Wie in Definition 6.15 wird in der Praxis statt Gl. (6.38) hiufig der Gini-Index minimiert:

K K
min{( > wi)-Zﬁ}j’(Al)[l—ﬁk (A1)]+( > wi)~2ﬁ,?(Az)[1—ﬁk (A2)]
k=1

JsS

i:X;eA i:X;€Ap k=1
Als Ergebnis des Verfahrens erhalten wir einen CART f‘f ;zl”” fiir Klassifikation. ¢

Mit dieser Vorarbeit konnen wir den gendherten Boosting-Algorithmus fiir Klassifikation
definieren, der auch unter dem Namen AdaBoost. M1 bekannt ist (vgl. [16]).

Definition 6.39 (Boosting mittels Klassifikationsbiiumen, AdaBoost.M1)
Sei / € N. Sei 8@ = g® = 0,und w = (w{",...,w") = (5. }).und x € X
fest. Firm =1,2,3,....:

1. Sei g™ (x) = ffg.class (x), wobei Tg Cl(ZfS der Klassifikationsbaum aus Definition 6.38

n,w(m)
mit Tiefe J basierend auf den Daten (X;, ¥;),i = 1,...,nist.
Z?:l w'(M) (v, 260 (X;))
. E(m) = i
i 1 % ( )
. B = 3 log( E(,f,’)")).

w; - exp [2Bm]l{yi;ég(m)(xi)}], i=1,...,n

2
3

4. w™tD =
5. Setze ™ (x) := 8§D (x) + B,,g™ (x).

Sei Sﬁf’fj L% .= §) Dann heiBt funt phoost. ™ vy .= s1gn(8501‘0,; ¥(x)) AdaBoost-Algorithmus
fiir Klassiﬁkatlon. ¢
Bemerkungen

e Ist J = 1, so entspricht Schritt (1) einer exakten Minimierung iiber g € C;. Je groBer J,
desto hoher ist die Wahrscheinlichkeit, dass §” nur eine Niherung des Minimierers ist.

e Die Entwicklung der Gewichte in (4) folgt aus GI.(6.37). Der Faktor exp(—,ém) in
Gl. (6.37) kann weggelassen werden, da er alle Gewichte gleich betrifft und somit das
Resultat von Schritt (1) nicht veréndert.
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e Anschaulich bedeutet (4), dass Trainingsdaten (X;, ¥;), welche im m-ten Schritt falsch
klassifiziert wurden, im nichsten, (m + 1)-ten Schritt des Verfahrens ein htheres Gewicht
erhalten und daher stirker bei der Bestimmung von g1 beriicksichtigt werden.

e In der Praxis werden B, oft heuristisch und nicht gemiB (3) gewihlt. Man begreift
dann den AdaBoost-Algorithmus eher als Durchfiihrung eines Gradientenverfahrens, bei
welchem B, die verwendete Schrittweite angibt.

rboost ,~

Im Folgenden zeigen wir Resultate fiir f,°),""" angewandt auf die Daten aus Beispiel 6.3:

Beispiel 6.40 In Abb.6.11 sind einige f™) := sign(§™)(x)) angewandt auf n = 300
Beobachtungen des Modells Gl. (6.2) fiir verschiedene Anzahlen von Iterationen M darge-
stellt. Man erkennt wie zuvor bei Boosting fiir Regression, dass £ fiir groBe M (in der
Abbildung fiir M = 500 zu sehen) zu Uberanpassung neigt.

In Abb. 6.15 ist erneut der Verlauf von Validierungsfehler und Trainingsfehler (gemessen
mit der 0-1-Verlustfunktion) basierend auf N = 600 Beobachtungen zu sehen, wobei wir nur
die bereits in Abb. 6.14 dargestellten n = 300 Trainingsdaten zur Erstellung des Boosting-
Algorithmus und die restlichen N — n = 300 zur Berechnung des Validierungsfehlers
genutzt haben. GemaB Abb.6.15 erzeugt M ~ 50 den niedrigsten Validierungsfehler, die
Entscheidungsriinder zu £ sind in Abb. 6.14 zu sehen.

Das Verfahren mit ¢ (z) = log(1 + €%)

Fiir die Konstruktion des AdaBoost-Algorithmus wurde die Verlustfunktion L(y,s) =
¢(—ys) mit ¢(z) = e* verwendet. Fiir das oben motivierte ¢(z) = log(l + ¢*) konnen
nicht unmittelbar explizite Formeln wie in Definition 6.39 erhalten werden, denn der ent-
sprechende Ausdruck fiir ® (8, g) in GI.(6.35) lautet

14+ w(m)eﬁ )

®(B. o) = Zlog ( O,

dessen Minimierung sich nicht mehr getrennt in die Minimierung iiber § > 0 und die
Minimierung iiber g € C separieren ldsst. Da man fiir 8 im Allgemeinen kleine Werte
erwartet (d.h. 8 =), kann ® (B, g) mittels einer Taylor-Entwicklung vereinfacht werden:
Wegen log(1 + a + z) ~ log(1 + a) + ﬁ fira > 0, z € R klein gilt

n
Ly, 20x0) + O _log(1+w™e™P), (6.39)
i=1

log(1 + w™ ™) ~ log(1 + w™) + w™ (e — 1)

14+ wl.(m)

und daher
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Abb.6.14 Boosting mit Klassifikationsbiumen: Darstellung der Entscheidungsréinder von ff’;&”’%
fiir verschiedene M € N. Der Basisalgorithmus entspricht einem Klassifikationsbaum mit Tiefe

J=1

n (m)
O(B.g) ~ (P —eP) Y mﬂm#gan}
i=1 i
n (m) n (m)
-B Wi (m) Wi
te Py ——t log(l +w;™") — —— =
ol ; S S

Durch einen Vergleich mit der Struktur in GI. (6.35) konnen wir das Berechnungsverfah-
ren direkt aus dem AdaBoost-Algorithmus abschreiben:
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Trainingsfehler vs. Validierungsfehler
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Abb.6.15 Boosting mit Klassifikationsbiumen: Uberwachung des Risikos von f (M) aus Definition
6.39 mittels des Validierungsfehlers

Definition 6.41 (Boosting mittels Klassifikationsbiumen, LogitBoost)

Sei J € N. Sei 8@ = g® = 0,und w = (w{”,.. . w’) = (L. 1), und x e X
fest. Firm =1,2,3,....:

(m)

(m) . Wi

(m)... (m))mltw =ty i=1,...,n
1+w;

1. Setze w™ := (),

2. Sei g™ (x) = Fsctass (x), wobei Tg _Cifflfs der Klassifikationsbaum aus Definition 6.38

n,wn
mit Tiefe J basierend auf den Daten (X;, Y;),i=1,...,n
n — (m)
i=1 Wi Ly sgom x, I
3. E(m) := > _(mg)

4. By = %1og(1E€§[)")).
5. wl.(mH) — wl_(m) - exp [zléml{y,¢g<m)(xl-)}] exp(—Bm).i=1,....n
6. Setze 5™ (x) = S(m_l)(x) + Bmg(m)(x)-

Sei SZO;;I = 8™ Dann heifit f}mmt (x) := s1gn(8sof,;t (x)) LogitBoost-Algorithmus
fiir Klassifikation. ¢
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Der einzige Unterschied im Vergleich zum AdaBoost-Algorithmus ist also die Verwendung
stabilisierter Gewichte ™ wihrend der Erzeugung eines Klassifikationsbaums. Ange-
wandt auf die Daten aus Beispiel 6.3 ergeben sich dhnliche Ergebnisse wie in Abb. 6.14 und
6.15.

6.5.5 Theoretische Resultate

Wir diskutieren hier theoretische Resultate fiir Klassifikationsprobleme mit K = 2 Klassen
und Y = {—1, +1}. Fiir Regressionsprobleme gelten dhnliche Aussagen. Es bezeichne
L(y,s) = l{yxy die 0-1-Verlustfunktion und f,(y, s) = ¢(—y -s) mit ¢(z) = ¢* und
¢ (z) = log(1 + €°) (vgl. Gl1.6.34).

Wir nutzen nun die in Abschn. 3.3 dargestellte Theorie, um zu zeigen, dass bei Durch-
fiihrung des Boostings mit L und Sﬁ"‘”’ tatsdchlich auch erwartet werden kann, dass das
Excess Bayes Risk von f,f’”"” bzgl. der 0-1-Verlustfunktion gegen null konvergiert.

Lemma 6.42 (Kalibrierungsbedingung und Risikoiibertragung) Sei L(y, s) = ¢(—ys)
und n(x) :=P(Y = 1|X = x). Sei

8* e arg min R(8),  R(8) := EL(Y, 8(X)).
§:X—R

(i) (K1) Dann gilt:
— falls ¢(z) = €%, so erfiillt

5 0x) 1log< P(Y = 1|X = x) )

2 P(Y = —1|X = x)

— falls ¢(z) = log(1 + %), so erfiillt

P(Y = 1]X = x) )

87(x) = log <IP’(Y — X =x

PX-fs. auf {x € X' : n(x) € {0, 1, 1}}. In beiden Fillen gilt insbesondere PX-f.s. auf
{x e X:n(x) e ({0, 1))
ff(x) =sign(6*(x)), xe X

(i) (K2) In beiden Fillen gilt fiir jedes § : X — R mit f = sign(d):

- - 172
R(f) = RO = 22 (R®) - R6")) (6.40)



6.5 Boosting 209

Gibt es zusitzlich g > 0 mit P(|n(X) — %| < 21%) = 0, so gilt sogar
R(f) = R(f%) = 4V2n0 - (R®) = RY). (6.41)

Beweis
(i) Wir wenden Lemma 3.10 an und erhalten:

8*(x) € arg %ﬂn D, (2),
Z€

PX-fs. auf {x € R? : n(x) ¢ {0, %, 1}}, wobei

©,(2) = ¢ (=) + o)A —n).

Im Falle ¢ (z) = e* ist

0= )0 =—e ") + (1 =) = = 1 ﬁ(;zx)’
im Falle ¢ (z) = log(1 + €°) ist
LY i _L et 3 . n(x)
0=Py@) =7 =10+ Z1-nw) = =773 et

was jeweils die entsprechende Form von §*(x) liefert.
Insbesondere gilt in beiden Féllen

) >0 e Py =1|X=x)>P¥ = —1|X =x)

& f*(x) = arg max P(Y =k|X =x) = 1.
ke{—1,+1}

(i) Wir wenden Lemma 3.11 an. Man kann zeigen, dass die Voraussetzungen mit s = ﬁ
¢ = +/2erfiillt sind. Unter der Zusatzbedingung ist Lemma 3.14 miter = 1 und 8 = 5y
anwendbar und liefert die Behauptung.

Modellannahme
Wir untersuchen nun, unter welchen Modellannahmen an f* bzw. den optimalen Entschei-
dungsrand eine gute Performance des Boosting-Algorithmus zu erwarten ist.
Da
Qboost,~ . (M b
5y §M) — §hoost e B (M — o0)

gilt und fiir n — oo die rechte Seite in F liegt (wobei F den Abschluss von F in
{6 : X — R messbar} bzgl. punktweiser Konvergenz bezeichnet), erwarten wir, dass
Sz,ojf,;t’% jede Funktion in F beliebig genau approximieren kann. Daher stellen wir folgende

Modellannahme an §*:
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Definition 6.43 (Vorliufige Modellannahme: Boosting)
Es gelte §* € F. ¢

Wegen Lemma 6.42 bedeutet das in beiden Fillen ¢ (z) = e* und ¢ (z) = log(1 + ¢?), dass

[ (IP’(Y:HX:x) )] —
x — log eF.
P(Y =—-1|1X =x)
Der Faktor % ist dabei im Falle ¢ (z) = e® nicht von Bedeutung, da F skalierungsinvariant
1st.

Es schlieBt sich die Frage an, welche Menge an Funktionen durch F beschrieben wird.
Die Struktur von F hingt wesentlich von der Menge C der gewéhlten Entscheidungsfunk-
tionen des Boosting-Algorithmus ab (und damit von den gewéhlten Basisalgorithmen). Im
vorherigen Abschnitt haben wir die Basisalgorithmen der Klassifikationsbdume mit Tiefe
J betrachtet, deswegen interessiert uns besonders das Aussehen von F fiir C = C;. Wir
schreiben im Folgenden auch C; = C;(d), um die Dimension des Ausgangsraums in die
Notation aufzunehmen.

Wir zitieren hier einige Ergebnisse aus [8, Section 6]. Parallel dazu geben wir die soge-
nannte Vapnik-Chervonenkis-Dimension (kurz VC-Dimension) VC(C) der Mengen C an,
die spiter fiir die Darstellung der Theoreme benétigt wird. Anschaulich misst VC(C) die
,,Grofe einer Menge von Funktionen C durch die Vielfalt ihrer Graphen. Eine formale
Definition findet sich in [35, Kap. 19].

Lemma 6.44 (Gestalt von F) Sei X = R¥.

(i) Tst

C=Cd)={fr: X — {—1,+1}: T ist Klassifikationsbaum mit Tiefe 1}
={x > yilyj<s) + 2Lzt 2 € (=1 +1} j €f{l,....d},s € R},

so gilt

d
F=0:X>R:8(x)= Zhj(xj), hj : R — R messbar},
j=1
und VC(C(d)) < 2log,(2d).
(ii) Ist
C=0CWd) ={fr: X — {—1,+1}: T ist Klassifikationsbaum mit Tiefe 2},

so gilt

d
F={8:X>R:8()= Y hji(xj.xx), hjr: R* > R messbar}.
jok=1
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(1) Ist
C=CW):={fr: X — {—1, +1} : T ist Klassifikationsbaum mitd + 1 Blittern},

so gilt
F = {5 : X - R messbar},

und VC(C(d)) < dlog,(2d).

Bemerkung In der Situation von (i) gilt zusammen mit der Modellannahme aus Definition
6.45 fiir die optimale Entscheidungsregion der Klasse +-1:

d
Q=W =1={x:8w0 >0} ={x:Y ki) >0 (6.42)
j=1

mit messbaren Abbildungen /2; : R — R. Ist der Basisalgorithmus also ein CART der Tiefe
J = 1, so miissen die optimalen Entscheidungsregionen notwendigerweise eine Darstellung
der Form Gl. (6.42) besitzen. In der Situation (ii), d. h. fiir CARTs mit Tiefe J = 2, ergibt
sich entsprechend

d
Qf={x: ff@) =1={x:8"® >0 =1x: > hjrlxj,x) >0 (6.43)
j k=1

mit messbaren Abbildungen 4, : R> — R. Um eine gute Wahl von J im AdaBoost-
Algorithmus Definition 6.39 zu treffen, muss also zumindest ungefihr bekannt sein, wie
viele Koordinaten bei der Beschreibung des Entscheidungsrandes miteinander interagieren.
Bei hochdimensionalen Anwendungsproblemen wird hiufig 4 < J < 8 gewihlt, vgl. [17].

Fiir die Klasse C konnen natiirlich auch Entscheidungsfunktionen gewihlt werden, die
nicht durch Biume entstanden sind. Dann muss die Bestimmung der g bei den in
Abschn. 6.5.4 besprochenen Algorithmen entsprechend angepasst werden.

Je vielfiltiger die Klasse C, desto grofer wird auch die VC-Dimension VC(C). Wir
werden im Folgenden sehen, dass sich damit automatisch auch die Konvergenzrate des
Excess Bayes Risks von fnb”"” verschlechtert. Man sollte daher stets eine an das Problem
(d.h. an die Struktur von f* bzw. §*) angepasste Wahl von C treffen und C nicht zu grof3
wihlen.

Approximationsfehler

Auch wenn durch SZOX,,”% prinzipiell jede Funktion aus F beliebig genau approximiert

werden kann, so ist 52’013; % doch immer nur ein Element von F. In diesem Sinne tritt durch

die Modellannahme aus Definition 6.43 ein Approximationsfehler der Form
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inf R(8) — R(8%)

seF
auf, der bei der Herleitung theoretischer Resultate fiir das Excess Bayes Risk 1?(3}’1’ f’&"’”) —
R(8*) beriicksichtigt werden miisste. Um dies zu umgehen, nehmen wir im Folgenden an,
dass tatsidchlich nur §* € F gilt, womit kein Approximationsfehler vorliegt. In diesem Sinne
betrachten wir die Menge F nur als Hinweis darauf, welche Funktionen mit Boosting gut
approximiert werden konnen.

Modellannahme 6.45 (Modellannahme: Boosting) Es gelte §* € F.

Excess Bayes Risk
Wir sind an Abschétzungen fiir das Excess Bayes Risk R( ,ﬁ ‘;“,’1”’%) — R(f™) der von uns ein-

fhoost SR

gefiihrten Klassifizierer f,,, " interessiert. In Lemma 6.42(ii) haben wir bereits gesehen,

dass dieses auf I?(SS?AO,IS 1) — R(8*) zuriickgefiihrt werden kann.
Da
o . - ] e -
800! € arg min R,(8),  Rp(8) := — Y L(¥;, 8(X))
SeF ni
ein direkter Minimierer des empirischen Risikos R, ohne Bestrafungsterm und die Klasse
F sehr grof} ist, neigt 33"0” zu Uberanpassung und wir konnen von diesem Schiitzer keine
guten statistischen Eigenschaften erwarten. Tatsdchlich nutzen wir in der Praxis jedoch nicht
Sf‘”"” , sondern die Approximation sz”ﬁj;”%, fiir die je nach Wahl von M Uberanpassung
vermieden werden kann.
Wir zeigen hier zwei theoretische Resultate. Zur Formulierung benétigen wir ein Mal}
fiir die Komplexitit der Funktion §*, was durch die Summe der zur Darstellung benétigten
Gewichte ausgedriickt werden kann. Wir definieren fiir § € F:

M M
1811, :=inf{Zﬂm:6=Zﬂm-gmeF,MeN

m=1 m=1

Da es mehrere Darstellungen fiir § € F geben kann, wird das Infimum iiber alle moglichen
Darstellungen gebildet.

Das erste Resultat ist in der Lage, die Auswirkungen der ndherungsweisen Minimierun-
gen in Sf:f’]f,l‘”’% (die zumindest bei komplexeren Klassen C auftreten) zu quantifizieren und
die stabilisierende Wirkung eines frithen Stoppens (engl. early stopping) im Algorithmus
zu beriicksichtigen. In [42, Theorem 3.2, mit §,, ~ m!/* darin, Section 4.3] wird folgender

Satz gezeigt:

Satz 6.46 Sei C C {f : X — ) messbar} eine Klasse von Entscheidungsregeln und
l~,(y, s) = ¢(—ys) mit p(x) = log(l + €*). Es gelte die Modellannahme 6.45. Weiter
gelten folgende Aussagen:
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(i) em, m € Nist eine Folge positiver reeller Zahlen mit €, < ﬁ und 231021 €n < O0.
@i1) B, C [0, \/Lﬂ] ist so gewihlt, dass Gl. (6.22) erfiillt ist.

(iii) Esist 8© =0, und fiirm = 1,2, 3, .... sind die Parameter f,, € By, 8™ € C so
gewihlt, dass

Ry (=D 4 g 5my < i R, D 1 8. g) + e, (6.44)
BEB;,,geC

und es gelte § = §m=D 4 g . 50 ;e N.
Dann gilt fiir M = ||8*||{/é - n3/*: Es gibt eine Konstante ¢ > 0 unabhiingig von d, n, so

dass
ERGEM) — R(8*) < ¢/VC(C) - 18] )/g - n~ "/, (6.45)

Bemerkung 6.47

e In [42] sind auch Resultate fiir andere Wahlen von ¢ verfiigbar, z.B. fiir ¢ (z) = e*. Fiir
#(z) = € erhiilt man eine wesentlich schlechtere obere Schranke fiir ER(5™)) — R(5*)
mit log(n)~'/2 anstelle von n~ /4. Mittels der Risikoiibertragungsformel aus Lemma
6.42(ii) erhdlt man aus GI.(6.45) jeweils ein entsprechendes Resultat fiir das Excess
Bayes Risk ER( Z’j{,}”’%) — R(f*) von AdaBoost und LogitBoost.

e Je nach Komplexitit von C wichst der Term VC(C), vgl. Lemma 6.44. Der Term ||6%||; ¢
hingegen fillt mit der Komplexitit von C, denn je vielfiltiger die Klasse C, desto weniger
Gewichte werden in der Darstellung von §* € F benotigt. Geht man beispielsweise von
C = C1(d) aus (damit ist VC(C1(d)) < 21og,(2d)) und dass ,,pro Dimension™ eine feste
Anzahl von Elementen aus C;(d) zur Darstellung von §* benétigt wird, ergibt sich die
Abschitzung ||6%||; ¢ < c1d mit einer Konstanten ¢ > 0 unabhingig von d. Dann folgt

ERGM)) — R(8%) < 2¢ccy - /log,(2d)d*n=1/4,

e Bedingungen (i),(ii),(iii) sind formale Bedingungen an die Approximationen (ﬁm, g<m>)
der exakten Minimierer (ﬁm, g<m>) z.B. in der Konstruktion des AdaBoost- bzw.
LogitBoost-Algorithmus. In der Praxis konnen sie nur schwer tiberpriift bzw. forciert
werden, sondern man muss hoffen, dass sie wihrend des Konstruktionsverfahrens einge-
halten werden. Gefordert wird in (i), (iii), dass die mit dem gierigen Verfahren erzeugten
Klassifikationsbdume moglichst gute Approximationen des Minimierers sind. (ii) fordert,
dass die Gewichte f,,, iiber die Zeit nicht zu schnell und nicht zu langsam absinken.

e Satz 6.46 liefert mit M = ||8*|| }/ é - n3/% eine grobe Anzahl an Iterationen, die zum
Erhalten der angegebenen Konvergenzrate des Excess Bayes Risks benotigt werden.
Abgesehen von dem unbekannten Faktor ||§*|| }/ é gibt es auch keine Aussage, dass dieses
M das optimale Risiko erzeugt (es liefert nur eine gute Konvergenzrate in n). In der Praxis
muss M daher mittels Uberwachung eines Validierungsfehlers gewihlt werden.
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Weitere Konvergenzresultate mit leicht abgewandelten Bedingungen fiir Gl. (6.44) finden
sich in [4].

Um ein Stoppkriterium theoretisch zu formalisieren, kann anstelle der Anzahl M der
Iterationen auch die angesammelte Summe der Gewichte ||£§ ) 1,c verwendet werden. Wir
zeigen hier ein Resultat aus [8], bei welchem ein neuer Algorithmus (Sb‘)“’ definiert wird,
der durch Minimierung des empirischen Risikos

- 1 <A -
Ry(®) = =3 L(Y¥;, 8(X)

i=1

bei gleichzeitiger Bestrafung von [|§]|1 ¢ (mit einem Hyperparameter A > 0) entsteht:

Definition 6.48
SeiC C {f : X — Y messbar} so, dass f € C <= —f € C. Weiter sei B,, = [0, 00),
und fiir A > 0:

Fp:={8 € F:|8llhc =2}

Sei weiter

869051 € arg min R, (8)

SEF)L

und f29" = sign(82%7°"). ¢

Bemerkung Der Algorithmus 32’3"” kann auch als Losung eines Optimierungsproblems
der Form arg ming, {Ra(8) + &1 - ||8]] 1.} mit geeignetem & (1) > 0 (abhingig von den
Trainingsdaten und 1) aufgefasst werden, vgl. Definition 2.32.

Die Berechnung einer Néiherung von 32";’” in der Praxis ist mittels dhnlicher iterativer
Algorithmen wie das oben vorgestellte forward stagewise additive modeling moglich, vgl.
[8, Remark 3]. Hier gehen wir davon aus, dass

3}’" oS! fiir geeignetes A, M eine sinnvolle Approximation

boost

vom AdaBoost- oder LogitBoost-Algorithmus 6, ~ darstellt.

Der Grund ist, dass auch bei Nutzung von 81”’0” die zugehorige Summe der Gewichte

immer weiter wichst und durch Abbruch der Iteration M beschriankt wird. Entsprechend
interpretieren wir die Resultate fiir Sb""” so, als wiren sie prinzipiell auch fiir Sbom
erreichbar.

In [8, Corollary 11, 12] wird fiir eine geeignete Wahl von A das Excess Bayes Risk von
Sﬁf’f” formuliert. Fiir eine Funktion 4 : [0, 1] — R bezeichne |#|gy die Variation von A.
Dann gilt der folgende Satz:
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Satz 6.49 Sei X = [0, 119, C = Ci(d) und V; := VC(C (d)) < 2log,(2d). Es gelte die
Modellannahme 6.45, wobei §*(x) = Z’jzl hj(x;) mit Funktionen h; : [0, 1] — R mit
Z?:l |hj| < B -d, wobei B > 0 eine von d unabhiingige Konstante ist. Definiere

{wed log(d), ¢(z) = ¢,

Z(d) =
D=\ Vatog@. 6 = log(l +¢9).

Sei Ag, k € N eine Folge von Zahlen in (1, co) mit Z,fozl k,:l < 1. Dann gibt es eine
Funktion ¢ : (1, o0) — [0, c0) und eine von d, n unabhingige Konstante ¢ > 0, so dass

ko= arg min [RGBy 20 + 200
keN

erfiillt:
1 Vg+2

lim P (R(fn”‘;‘;”) —R(f* >c-Z(d) .n_4Vd+1) =0
n—0o0 ’

_1Vgt2
Gilt die low-noise condition mit « = 1 (vgl. Definition 3.12), so kann Z(d) -n * Ye*! durch

_1vgr2?
|:Z(d) -n 4 Vatl :| ersetzt werden.

Bemerkung 6.50

o Wire jedes h; : [0,1] — R Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante B, so gilt
Z;i':l |hjl < B -d. Diese Annahme bedeutet also, dass die Funktionswerte von §5*
nicht zu stark variieren. Wir konnen die Forderung der Lipschitz-Stetigkeit jedoch nicht
direkt stellen, da Elemente von F als Linearkombinationen von unstetigen Bdumen nicht
stetig sind.

o Im Satz wird eine konkrete Wahl von A = A vorgegeben, diese ist in der Praxis aufgrund
der Abhingigkeit der Funktion ¢ von unbekannten Konstanten (vgl. [8, Theorem 1] fiir
das genaue Aussehen) nicht verwendbar. In diesem Sinne ist die Aussage eher so zu
interpretieren, dass es eine geeignete Wahl von A gibt, welche die dargestellte Rate des

Excess Bayes Risk ermoglicht.
1 Vg+2

e Die Rate n~ *%*I ist weitestgehend unabhiingig von d, es gilt zum Beispiel immer
1 Va+2

n~ 3%+ > =12 In diesem Sinne ist vor allem der Vorfaktor Z (d) interessant, um das

Zusammenspiel zwischen Dimension d und Anzahl der Trainingsdaten n zu untersuchen.

Wie bereits in Satz 6.46 erhalten wir ein wesentlich besseres Verhalten fiir ¢(z) =

boost

log(1 + €%). Solange d « n, konvergiert das Excess Bayes Risk von fn, %, gegen null.
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6.6 Random Forests

6.6.1 Motivation

Random Forests stellen eine Erweiterung des Bagging-Algorithmus dar und sollen seine
Leistungsfihigkeit insbesondere bei hochdimensionalen Trainingsdaten verbessern. Wir
motivieren Random Forests im Kontext von Klassifikationsproblemen mit K = 2 Klas-
sen, das Verfahren ist aber auch fiir eine beliebige Anzahl von Klassen sowie Regressi-
onsprobleme anwendbar. Zunéchst analysieren wir den majority vote-Ansatz beim Bagging
genauer:

Ist xg € X fest gewihlt, so lautet der Bagging-Algorithmus fiir Klassifikation aus Defi-
nition 6.26:

fPe88 (x) = arg max #{b € {1, ..., B} : £*"(x0) =k} (6.46)
ke{1,2)
wobei b = 1,..., B Klassifikationsbdume basierend auf Bootstrap-Stichproben von

(Xi,Yi),i =1,...,nsind. Insbesondere gilt:
1< 1
Fbagg _ R
P =1 = 2> Lo > 5
b=1
Anschaulich bedeutet dies: Man entscheidet sich bei xq fiir Klasse 1, wenn sich mehr als
die Hilfte der fn*b (x¢) fiir Klasse 1 entscheiden.

Das im Folgenden zitierte Lemma von der Schwarmintelligenz trifft eine Aussage iiber
die Qualitit von f%%(xo) fiir B — oo unter Annahmen an 1% (x0). Fiir die kompakte
Formulierung benétigen wir die folgenden Grofen:

an :=P(f*P(xo)=1), o2 := Var(l, )
n n ’ n {f¥ (x0)=1}
Lemma 6.51 (Schwarmintelligenz) Es gelte f*(xo) = 1. Weiterhin gelten folgende Aus-
sagen:
(Al) Esgilta, > % Der Klassifizierer ist also zumindest so gut, dass er sich mit hoherer

Wahrscheinlichkeit fiir die korrekte Klasse entscheidet.
(A2) Die fn*b (x0), b =1, ..., B sind unabhingig.

Dann gilt:
PP (x)) =1) > 1 (B — o0)

Beweis Die fn*b (x0), b = 1, ..., B sind identisch verteilt (sie entstehen durch dieselbe
Konstruktion aus den Trainingsdaten). Weiter ist
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B
1 1
£ [E ) l{ﬂ*buo)—u} =Bl pop=py) =@ > 35
b=1

und
Var(]l{fn*b(x()):”) _ o"%

B
1
Var [E b; 1{ﬁb(x0)=1}} = = (6.47)

Mit der Tschebyscheff-Ungleichung folgt:
1< 1
2b
P(f*** (x0) =2) =P <§ D ety ~ O < 2 a”)
b=1

B
1 1
=P <‘§ 2 L b=y ~ | > an = 5)
b=1

2
(o}

<—"1 — >0 B — o0 6.48

= b Ty ( ) (6.48)

Das bedeutet: Falls die Annahmen (Al), (A2) zutreffen und geniigend Bootstrap-
Stichproben ausgewihlt werden (d.h. B groB8 genug), so ist die Wahrscheinlichkeit nahe
bei 1, dass sich f:f 988 (x0) korrekt entscheidet. Dieses Phidnomen wird in der Literatur als
Schwarmintelligenz (engl. wisdom of crowds) bezeichnet. Die Annahmen (A1) und (A2)
fordern, dass die einzelnen Entscheidungen unabhdingig voneinander jeweils mit Wahr-
scheinlichkeit > % korrekt getroffen werden. Damit findet eine fortwidhrende Akkumula-
tion von verschiedenem (da unabhingigem) Wissen (da mit Wahrscheinlichkeit > % korrekte
Entscheidung) liber die Wahrheit statt, die im Endergebnis zur richtigen Entscheidung fiihrt.

Leider treffen die Annahmen (A1), (A2) beim Bagging-Algorithmus nicht zu: Die
Bootstrap-Stichproben (X*b, Yl*h), o, (Xj;b, Y,;"b), b =1, ..., Bwerden zwar unabhingig
aus den Trainingsdaten (X1, Y1), ..., (X,, ¥,) gezogen, aber von aufien betrachtet (ohne
Kenntnis der Trainingdaten) bestehen sie natiirlich alle immer aus fast denselben Beob-
achtungen und sind daher hochgradig abhingig. Entsprechend sind auch die darauf basie-
renden Klassifizierer f:b und deren Entscheidungen f,;"b (xp) stochastisch abhingig fiir
b =1,..., B. Bei Anwendung des Bagging-Algorithmus ist also die Annahme (A2) ver-
letzt. Tatsdchlich gilt:

(A2’) Die Korrelationen p(f**(x0), /' (x0)) = pn # 0 sind nicht null fiir alle b, b’ =
l,...,B.

Dann folgt aber statt Gl. (6.47):

B

] 2, 1=

Var |:E Z ]l{f,,*h(xo)—l}:| = pp - o-n + T . O’n
b=1
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Da dieser Ausdruck fiir B — oo nicht mehr gegen null geht, gilt das Lemma 6.51 nicht
mehr (Beweisschritt Gl. (6.48) funktioniert nicht mehr).

Wollen wir also bessere Ergebnisse mit dem Bagging-Algorithmus aus Gl. (6.46) erhal-
ten, so miissen wir (A2) ndherungsweise wiederherstellen. Dies gelingt, indem wir die
Konstruktion der Klassifikationsbaume fn*b so modifizieren, dass die Korrelation p,, der
f,:‘b (xo) untereinander verringert wird, ohne dass die Varianz o, wesentlich ansteigt.

Konkret wird bei Random Forests die geringere Abhiingigkeit durch die folgenden beiden
Modifikationen erreicht:

(a) Anstatt das normale gierige Verfahren zum Erstellen eines CARTs f::‘b Zu verwen-
den, dndern wir den Algorithmus ab. In jedem Schritt darf nicht jede Koordinate
j €{l,...,d} fiir einen Split ausgewihlt werden, sondern nur bestimmte Koordinaten
j € S,wobei S C{l,...,d} eine zufillig bestimmte Teilmenge mit #S = m < d ist.
In diesem Sinne ist jeder Baum f,;"b gezwungen, nur einen Teil des Wissens iiber f*
aus den Trainingsdaten zu entnehmen.

(b) Verringere die Anzahl der Elemente einer Bootstrap-Stichprobe auf A, < n, und
konstruiere die CARTS fn*b entsprechend auf Basis von nur A, Beobachtungen. Ist
beispielsweise A, = 7, so konnen zwei verschiedene Bootstrap-Stichproben aus zwei
vollig verschiedenen Teilmengen der Trainingsdaten bestehen; damit sind dann auch
die Entscheidungen der aus den Daten konstruierten Baume unabhingig. In der Statistik
spricht man im Falle A, < n von Subsampling anstelle von Bootstrap.

6.6.2 Formale Definition

Die Modifikation (a) wird wie folgt umgesetzt:

Definition 6.52 (Gieriger Algorithmus CART fiir Random Forests)
Sei0 <m < d,0 <t <n. Verwende den Algorithmus aus 6.15 bzw. Definition 6.16, aber
fiige folgenden Schritt ein:

(2.5) Wihle zufillig eine Teilmenge S C {1, ..., d} mit #S = m aus

und fiithre die Minimierung in Schritt (3) nur iiber j € S durch.
Fiihre das Verfahren nur durch, bis der Baum insgesamt ¢ Blitter hat. Das Ergebnis bezeich-
nen wir mit f"gm,, = f"ng’m’,(Xl,Yl,...,Xn,Y,,). ¢

n,

Die Modifikation (b) wird direkt in die Konstruktion des Algorithmus eingearbeitet:
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Definition 6.53 (Random Forest)
Seien (X;, Y;), i = 1, ..., n Trainingsdaten fiir ein Regressions- oder Klassifikationspro-
blem.

e 0 < m < d (Anzahl Koordinaten zur Auswahl),
e 0 < A, <n (GroBe der Bootstrap-Stichproben),
e 0 <1, <A, (Anzahl der Blitter).

SeiBeN,xe X.Firb=1,...,B

e Ziehe zufillig gleichverteilt, mit (falls A, < n: ohne) Zuriicklegen
X, vy, (XD Yy aus (X, Yl) o (Xn, Vo))

o Sei f*(x) := fr(x), wobei T = T8 (x Xyt X3P Py (CART fiir
Regression bzw. Klassifikation).

Der Random-Forest-Algorithmus fiir Regression lautet

B
SR Ay () = }:ﬁ#uy
b=1

Der Random-Forest-Algorithmus fiir Klassifikation lautet

R 4. () = argmax #{be{l,...,B}: fP(x) =k} ¢
ke{l,....,K}

Der Name ,,Random Forest Ieitet sich daraus her, dass sehr viele Bdume basierend auf zufil-
lig gezogenen Bootstrap-Stichproben erzeugt werden miissen, um eine Entscheidungsregel
zu erhalten.

In der Praxis (zum Beispiel im R-Paket randomForest, vgl. [21]) wihlt man bei Klassi-
fikation beispielsweise 1 < m < ﬁ bevorzugt m = L\/EJ, und bei Regression m = L%J.
Dies sind aber lediglich heuristisch motivierte Werte, eine theoretische Legitimation dafiir
gibt es (noch) nicht.

Das folgende Resultat (aus [26, Theorem 1]) liefert zunéchst fiir niedrige Dimensionen d
der Trainingsdaten unter einer Strukturannahme (sog. additives Modell) eine Aussage iliber
das Excess Bayes Risk von f

n,m,A, t,,

Satz 6.54 (Random Forests) Es seien (X;, ¥;),i = 1, ..., n Trainingsdaten eines Regres-
sionsproblems und L(y, s) = (y — s)* die quadratische Verlustfunktion. Die Bayes-Regel
erfiille

d
frx =Y hjx))
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mit £; : R — R stetig. Weiter sei X gleichverteilt auf X = [0, l]d, und es gelte ¢ :=

Y — f*(X) ~ N(O, o2) mit einer Konstante 0 > 0. Sei d € N fest vorgegeben. Falls

tn (log Ay)°
All

A, — 00,1, — oound — 0, so gilt:

ER(RE 4 )= R(f*) = 0 (n— o0)

Bemerkung Die wesentliche Bedingung ist W — 0, d.h., die Anzahl der Blit-
ter muss geringer sein als die Anzahl A, der in einer Bootstrap-Stichprobe vorhandenen
Beobachtungen.

Auch fiir hohe Dimensionen d liefern Random Forests oft Entscheidungsregeln mit
erstaunlich guten Risiken. Mittlerweile sind auch theoretische Resultate fiir den hochdi-
mensionalen Kontext verfiigbar, vgl. zum Beispiel [37, Theorem 1].

6.7 Ubungen

1. Zeigen Sie, dass y,, = %ZX,-eAm Y;, m = 1,...,#T den Ausdruck GI.(6.6) und
Ym = aIg MaXpe(, k) #{i : X; € Ay, Y, = k}, m = 1,...,#T den Ausdruck
Gl. (6.7) minimiert.

2. Zeigen Sie: Fiir (p1,..., px) € [0, 11X mit Y8, pp = 1ist G(p1,..., pk) =
Z,le pr - (1 — pr) maximal, falls py = --- = px = % und minimal, falls ein
i ef{l,..., K}existiert mit p; = 1.

3. Implementieren Sie die folgenden Algorithmen und wenden Sie diese auf Trainingsdaten
aus Beispiel 6.3 an:

— das gierige Verfahren zur Ermittlung von Klassifikations/Regressionsbdumen f“ng’ 5
aus Definition 6.15 bzw. 6.16, den Algorithmus fng’,)\p aus Definition 6.18 sowie die
‘Wahl von A mittels Cross Validation,

— den Bagging-Schitzer f,,hagg basierend auf Klassifikations- oder Regressionsbdumen
(vgl. Definition 6.25 bzw. 6.26),

— fiir Regression den Boosting-Algorithmus aus Definition 6.35 und fiir Klassifikation
den AdaBoost- bzw. LogitBoost-Algorithmus aus Definition 6.39 bzw. 6.41.
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Neuronale Netzwerke bilden eine flexible Funktionenklasse zur Approximation von ste-
tigen Funktionen. Der Aufbau und die Funktionsauswertung eines neuronalen Netzwerks
ist anschaulich der Signaliibertragung von Nervenzellen nachempfunden, was den Namen
erklart. Wie Bdume erlauben neuronale Netzwerke sowohl die Behandlung von Regressions-
als auch Klassifikationsproblemen.

Die statistische Theorie fiir die tatsdchlich in der Praxis genutzten neuronalen Netzwerke
steht noch am Anfang. Wir motivieren zunichst eine allgemeine Definition von neuronalen
Netzwerken, das zugehorige Optimierungsproblem und Vorgehensweisen zur ndherungs-
weisen Losung. Im zweiten Teil nutzen wir die Theorie aus [25] zum Aufzeigen aktueller
statistische Resultate.

7.1 Motivation und Definition

In diesem Kapitel sei stets X C RY. Bei vielen Anwendungsproblemen ist die Dimension
d der Beobachtungen (auch: Featurevektor) X; € R? sehr hoch. Damit Algorithmen des
maschinellen Lernens nach annehmbarer Rechenzeit Resultate liefern, werden die Qaten
X; oft mittels ,,Expertenwissen* vorbearbeitet und zu einem neuen Vektor X i € RY mit
geringerer Dimension d < d reduziert. Einige typische Beispiele aus der Klassifizierung
sind:
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e Musikerkennung: Nicht die Rohdaten des Musikstiicks (GroBe z. B. 3 Megabyte, d.h. d ~
3.10°) werden als X; genutzt, sondern z. B. werden Charakteristiken und Eigenschaften
des Frequenzspektrums in einem Vektor X; mit d ~ 1000 zusammengetragen.

e Bilderkennung: Nicht die Rohdaten des vollstindigen Bildes (z.B. 1000 x 1000 Pixel,
d.h. d &~ 10°) werden als X; genutzt, sondern zum Beispiel eine komprimierte Version.
Alternativ werden fiir jedes einzelne Pixel Eigenschaften in einem Vektor X, zusammen-
getragen (Farbe, Schirfe, Farbe der Nachbarn etc.), und die Berechnung wird pixelweise
ausgefiihrt mit d ~ 1000.

Angewandt auf (5( i» Yi)i=1,..n liefern auch SVMs und Biaume gute Resultate. Dabei wird
jedoch implizit vorausgesetzt, dass die Reduktion X; alle wesentlichen Eigenschaften der
Daten X; zusammengefasst hat, kaum Informationsverlust aufgetreten ist und die Beziehung
zwischen ¥; und X; durch die Komprimierung nicht wesentlich verkompliziert wurde.

Im Gegensatz dazu ermdglichen neuronale Netzwerke die direkte Verarbeitung hochdi-
mensionaler Trainingsdaten. Auch hier méchte man den Informationsgehalt der urspriing-
lichen Beobachtungen X; € RY auf niedrigdimensionalere X; € R? komprimieren. Die
Reduktion erfolgt hier allerdings auf Basis der Trainingsdaten und nicht unter Nutzung von
,Expertenwissen‘. Auf die reduzierten Daten (f( i Yi)i=1,..,
che lineare Regression (bei Regressionsproblemen) bzw. eine logistische Regression (bei
Klassifikationsproblemen) angewandt. Die Reduktion von X; zu X; entsteht durch L € N
Schritte gleicher Struktur: In jedem Schritt werden die aktuell vorliegenden Vektoren mit-
tels einer einfachen Transformation modifiziert und gleichzeitig die Dimension der Daten
reduziert (oder auch erhoht).

Auf den ersten Blick scheinen lineare Abbildungen eine gute Wahl fiir diese einfachen
Transformationen zu sein. Dann sidhen das Vorgehen und die damit verbundene Modellan-
nahme wie folgt aus:

» wird anschliefend eine einfa-

Bemerkung 7.1 (Naiver Ansatz zur Dimensionsreduktion) Seien py, ..., pr € N. Fiir
i=1,...,n:

Lo x = o® 4 whX; € RP' mit geeigneten vD € R, WD € RP¥4.,
2. X2 = v® £ wOxY ¢ RP2 mit geeigneten v® € R, W® ¢ RP2XP1,

m..
(L) XM = ov® 4 wBxE"D ¢ RPL mit geeigneten v(P) € RPL, W) e RPLXPL-1,

Annahme: (X l.(L), Yi>_ ' folgt dem Modell einer linearen Regression (vgl. Modellan-
i=l1,...,n
nahme 2.1) bzw. einer logistischen Regression (vgl. Modellannahme 4.8).
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Durch das Vorgehen in Bemerkung 7.1 erhalten wir jedoch
xP =54+ W-x; (7.1)

mit geeigneten & € RPL, W € RPL*?_ Das bedeutet, das gesamte Modell wiirde nur einer
linearen Regression bzw. einer logistischen Regression von (X;, ¥;);=1,...» entsprechen.
Komplizierte Zusammenhénge zwischen X; und ¥; konnten damit nicht beschrieben werden.

Die Darstellung GI. (7.1) ist moglich, weil Kompositionen linearer Abbildungen wieder
lineare Abbildungen sind. Wenn wir jedoch zwischen den einzelnen Schritten in Bemerkung
7.1 eine ,Storung‘ der Linearitit einbauen, ist diese Schlussfolgerung nicht mehr anwend-
bar. Eine moglichst einfache Storung kann wie folgt erreicht werden: Sei o : R — R eine
nichtlineare Funktion. Ist x € R?, so schreiben wir o (x) fiir die komponentenweise Anwen-
dung o (x) := (o(x1),...,0(xg)). Das Vorgehen dndert sich im Vergleich zu Bemerkung
7.1 wie folgt:

Bemerkung 7.2 (Nichtlinearer Ansatz zur Dimensionsreduktion) Seien pq, ..., pr €
N.Firi =1,...,n:

(1) Zl.(l) = o 4+ W X; € RP! mit geeigneten vV € RPt, W) e RP1>x4,
) . _ (&)

(1)Xi._a<a )

2) Zi(z) =v® 4 W(Z)Xi(]) € R”2 mit geeigneten v® € RP2, W? ¢ RP2XP1,
) @ ._ 2

(2)Xi._a<; )

m..

(L) Zl.(L) =0 4 W(L)Xl.(L_l) € RPL mit geeigneten v € RPL, W) ¢ RPLXPL-1,
) (L) (L)
@)X}::U@i>

.....

nahme 2.1) bzw. einer logistischen Regression (vgl. Modellannahme 4.8).

Fassen wir die Schritte (1),(1’),...,(L),(L’) aus Bemerkung 7.2 zusammen, so ergibt sich
xP = gxp),i=1 i
; =gX;),i=1,...,nmit

200 = o (o4 W (oo W (o0 WD 1) L)),

Wir betrachten nun getrennt die beiden Fille der linearen und logistischen Regression und
leiten jeweils die komplette Modellannahme her:
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.....

geeignetem W FD e RIXPL und i.i.d. &; mit Ee; = 0:
V=W . x®P e i=1,. 0,
und die Bayes-Regel erfiillt:

f¥x) = EYp1X; = x] = WD 5(x)

e Klassifikation: Folgt (X l-(L), Y, i) - dem Modell einer logistischen Regression mit K
i=1,...,n
@+n\" w7\’
Klassen, so gilt mit geeignetem wE+h — ((W1 ) s (WK ) ) e RExpL

(vgl. Lemma 4.9):

P =kIXi =x) =P (1 =kix{"” = (v))
W e

= =M (W(L+l)~~x>, k=1,...,K,
]+6W,§L+1>g<x) k g(x)

mit M : RK — RX definiert durch

Mi(x) . el

=K |
_1€
Mk (x) 2i=1 ek

M(x) = , x=(x1,...,XK).

Die Bayes-Regel muss dann erfiillen:

f*(x) = arg max P(Y; = k|X; = x) = arg max M} (W(LH) -g(x))
kefl,....K} kefl,...,K}
Wie durch Vergleich mit Lemma 4.9 ersichtlich, wird das Problem durch die Verwen-
dung von W](<L+l) tiberparametrisiert. Dies wird hier ignoriert, um stattdessen einfachere
Darstellungen zu erhalten.

Schreiben wir kurz g(x) = wEtDh . g(x), so konnen wir einen Grofteil der Struktur fiir
beide Fille zusammenfassen:

Definition 7.3
Sei L € Ng, p = (po, ..., pry1)! € NE+2,

Ein neuronales Netzwerk mit Netzwerkarchitektur (L, p) und Aktivierungsfunktion o :
R — R ist eine Funktion g : RP0 — RPL+! mit

gx) = wth . (U(L) +wh .o ( P 4w g (v(l) +w® -x) . )) , (1.2)
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wobei WO e RP*Pi-1 [ =1, ..., L+ 1 Gewichtsmatrizen und v® € RP! Verschiebungs-
vektoren heiflen. Wir nennen L die Anzahl der hidden layer/Tiefe des neuronalen Netzwerks
und p den width vector.

Wir schreiben F (L, p) fiir die Menge aller solcher Funktionen g. ¢

Erst bei der Interpretation eines neuronalen Netzwerks ergeben sich Unterschiede fiir
Regressions- und Klassifikationsprobleme:

Definition 7.4
Sei g € F(L, p) mit pg =d.

e g heilt neuronales Netzwerk fiir Regression, falls p; 41 = 1. Die zu g gehorige Entschei-
dungsfunktion ist f = g.

e g heillt neuronales Netzwerk fiir Klassifikation mit K Klassen, falls p; 11 = K. Die zu
g gehorige Entscheidungsregel ist f(x) = arg maxgc(; gy Mi(8(x)). ¢

Bemerkungen

e InderPraxis verwendet man hiufig die sogenannte ReLU-Funktion o (x) = max{x, 0} als
Aktivierungsfunktion (Abkiirzung des englischen Begriffs rectified linear unit). Beson-
ders fiir neuronale Netzwerke mit nicht zu groBem L wird auch die Sigmoidfunktion
ox) = % verwendet. Fiir grof3e L ist die Sigmoidfunktion in der Praxis nicht geeig-
net, vgl. die Bemerkung nach Algorithmus 7.19.

e Da keine Einschrinkungen an die Gewichtmatrizen w® vorgenommen werden, nennt
man g € F(L, p) auch fully connected neural network, vgl. Abb.7.1 und 7.2.

e Da M eine differenzierbare Approximation des Maximums max(x) = max(xy, ..., Xg)

fiir ,groBe‘ x ist, nennt man M auch Softmax-Funktion.

7.2  Anschauliche Darstellung neuronaler Netzwerke

Jedes neuronale Netzwerk g € F (L, p) besteht aus Funktionen, bei welchen der Eingangs-
wert x € RY L-mal mit einer Gewichtsmatrix W multipliziert und mit einer Aktivierungs-
funktion o verdndert wird, vgl. die Motivation in Bemerkung 7.2. In jedem Schritt wird der
urspriingliche Eingabewert x© = x € R¥ aktualisiert mittels

x® :o(v(1)+W(l)-x(l_1)), I=1,2,...,L.

Im letzten Schritt erhilt man den Ausgabewert y = g(x) = WDy (@),
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Die Gewichtsmatrizen geben an, welche Komponenten von x ¢~ den stiirksten Einfluss
auf die einzelnen Komponenten des niichsten Werts x () haben. Daher stellt man die Kom-
ponenten der Vektoren x®O 1 =0,..., L, als Kreise/Knoten dar, welche entsprechend der
Eintrige der Gewichtsmatrizen W stark oder schwach verbunden sind. Diese Interpreta-
tion liefert auch den Namen der neuronalen Netzwerke: Jeder ,Kreis‘/,Knoten entspricht
anschaulich einer Nervenzelle (Neuron), die Eingangsinformationen verarbeitet und weiter-
gibt.

Die Aktivierungsfunktion o und die Verschiebungsvektoren v werden in der Darstel-
lung unterdriickt, man kann nur die Groen L und p ablesen. Abb.7.1 zeigt eine Visuali-
sierung eines neuronalen Netzwerks fiir Regression mit L = 2 und p = (1, 3, 3, 1)T zur
Modellierung von f : R — R. Die konkrete Darstellung von f ist im folgenden Beispiel
gegeben:

Beispiel 7.5 (Neuronales Netzwerk fiir Regression) Wir betrachten den Spezialfalld = 1.
Zur Modellierung von f : R — R nutzen wir ein neuronales Netzwerk f = g € F(L, p)
mit L =2und p = (1, 3,3, nr (vgl. Abb.7.1). Dann gilt

o) =wd .o (va) + W . oD 4 wh .x))

3 3 3

— 3) 2 2 &) (1)

_ZWUO (Uj +2ij‘7<vk +ZWk1 xl))
j=1 k=1 =1

mit Matrizen W e R3*1 w@ ¢ R3*3 wO ¢ R3 und Vektoren v, v@® e R3;

insgesamt gibt es 21 Parameter, um die resultierende Funktion f zu beschreiben.

Abb. 7.2 zeige ein neuronales Netzwerk fiir Klassifikation mit L =2 und p = (2, 3, 3, nT
zur Modellierung von f : R2 - {1,2}.

Die Menge der Funktionen, welche mit einem neuronalen Netzwerk beschrieben werden
konnen, wichst mit der Anzahl der hidden layer L € N und deren Dimension. In Abb.7.3

Hidden Hidden Output

Input layer
layer layer layer

Abb.7.1 Neuronales Netzwerk fiir Regression mit zwei hidden layer
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Hidden Hidden Output
layer 1 layer 2 layer

y = arg max Mi(g(z))
T

Abb. 7.2 Neuronales Netzwerk fiir Klassifikation mit L = 2 hidden layer und K = 2 Klassen

Input layer

sind beispielhaft einige Funktionen f : R — R mit f € F(L, p) fiir verschiedene L, p
dargestellt. Durch die Wahl der ReLU-Aktivierungsfunktion o (x) = max{x, 0} ist f in
jedem Fall abschnittsweise linear. Wiahrend im Falle L = O nur lineare Funktionen dargestellt
werden konnen, sind fiir L = 1 abhéngig von der Dimension p; € Nder hidden layer bereits
vielfiltige Formen moglich.

Wollen wir eine beliebige stetige Funktion 2 : R — R mit einem neuronalen Netz-
werk f € JF(L, p) fiir Regression approximieren, so ist formal nur ein hidden layer
(L = 1) notwendig, da h beliebig genau durch Summen von linear transformierten o-
Termen geschrieben werden kann.

In der Praxis (vgl. Abschn.7.3) verwendet man jedoch auch in diesem Fall mindestens
L = 2, da dann komplexe Strukturen mit wesentlich kleineren Dimensionen der hidden
layer und somit einfacher dargestellt werden konnen.

Fiir Funktionen # : R¢ — R sind je nach GroBe von d und Komplexitit von & eine grofere
Anzahl L von Layern nétig, um A gut durch ein Element von F (L, p) zu approximieren.

7.3 Inferenz neuronaler Netzwerke

Sind Trainingsdaten (X;, Y;);=1,....» gegeben und wollen wir neuronale Netzwerke mit Netz-
werkarchitektur (L, p) zur Ermittlung eines geeigneten Algorithmus nutzen, so entspricht
dies folgender Modellannahme (vgl. Herleitung vor Definition 7.3):

Modellannahme 7.6 (Neuronales Netzwerk)
e Regression: Die Bayes-Regel erfillt: f* € F(L, p).
e Klassifikation: Es gibt ein neuronales Netzwerk g* € F (L, p) fiir Klassifikation mit

PY =k|X =x) = My (g*(x)), k=1,...,K, xeX

(alternativ: Die Funktionen (g*(x))x, k = 1, ..., K sind optimale Diskriminantenfunk-
tionen).
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L=1,p= (1T ispi i ionen L =1, p = (1,1,1)AT
o
&
«
e 4
Q
~ 4 o |
- -
e 4
o =
v
g
o /
o
g

2 1 0 1 2 -2 1 0 1 2
x x
L=1,p=(131)T ispi i fon L =1, p=(1,10,1)AT
© - o |
v
< 3
e 4
3
=~ -
@
2
o
2 |
o 4
@ |
T T T T T T T T T T
2 1 0 1 2 1.0 0.5 0.0 05 1.0
x x
ispiele Entschei ionen L =2, p = (1,1,1,1)T ispiel Entscheid ion L =2, p = (1,20,20,1)T
o _| e
o |
3
w
3
©
3
<
-~ S .3
~N
3
o |
S o |
3
N
8
o | >
' T T T T T T T T T T
2 1 0 1 2 1.0 0.5 0.0 05 1.0
x x

Abb.7.3 Darstellung von Elementen f € F(L, p) mit pg = py+1 = 1,dh. f:R—> R
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Im Regressionsfall nutzen wir zur Bestimmung eines Algorithmus den Standardansatz
aus Bemerkung 1.14, d.h., wir minimieren das empirische Risiko zusammen mit einem
Bestrafungsterm, welcher kleine Werte in den Gewichtsmatrizen bevorzugt. Fiir ¢ > 1 sei

1/q
lAllg :== ( 51:1 Z,fil |Ajk|‘1) die g-Norm einer Matrix A € RP1*P2:

Definition 7.7 (Neuronaler Netzwerkalgorithmus fiir Regression)
Sei L € N, p € N5*2. Fiir g € F(L, p), definiere

L+1

T =Y Iw?3.
=1

Sei A > 0 beliebig. Sei
. 1 <&
Ru(9) = 2(% — g(X)*~.
1=

Dann heifit
FENN e arg min {Ru(9) +3- (9] (1.3)
geF(L,p)

neuronaler Netzwerkalgorithmus fiir Regression (kurz: NN-Algorithmus fiir Regression). 4

Bemerkungen

e Mit der Abkiirzung ,,FNN*“ signalisieren wir, dass AnF AN N ein fully connected neural
network ist.

e Wir haben hier eine Version formuliert, welche oft in der Praxis genutzt wird. Die Grofe
der Verschiebungsvektoren v wird hier nicht bestraft, auch wenn das prinzipiell moglich
ist. Aufgrund der groBen Parameterzahl ist es naheliegend, statt | W ||§ zum Beispiel
die 1-Norm ||[W®||; zu nutzen (vgl. Lasso-Schitzer in Kap.3), um viele Eintrige von
WO auf null zu setzen. Fiir hochdimensionale Probleme ist der Rechenaufwand dann
jedoch viel groBer, weil aufgrund der Nichtkonvexitit von R, (g) eine stabile Methode

A

zur Ermittlung von nF {V N fehlt.

Im Klassifikationsfall nutzen wir den Maximum-Likelihood-Ansatz der logistischen Regres-
sion, vgl. Definition 4.10. Aufgrund unserer Annahme erfiillt g = g* € F(L, p) die Glei-
chung

PY =k|X =x)=M(gx)), k=1,...,K,

d.h.
K

logP(Y = y|X =x) =Y Tjy—iy - log Mi(g(x)) =: cg(x, y).
k=1
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Zur Bestimmung von g* auf Basis der Trainingsdaten maximieren wir die empirische Ent-
sprechung

1 n 1 n K
- ch(Xh Yi) = - Z {Z Liy,=k) -IOng(g(Xi))}
i=1

i=1 Lk=1

bzw. minimieren —rll Z?:l cgs(X;, Y;) in Abhéngigkeit von g € F (L, p):

Definition 7.8 (Neuronaler Netzwerkalgorithmus, Klassifikation)
SeiLeN,pe Né” fest. Sei A > 0 beliebig. Sei

R K 1 n
R, (g) = _Z {; Z ]l{Y[:k} -log My (g(Xy)) ¢ -

k=1 i=1

Dann heif3t fnf){VN(x) =arg max;_; g M (g,fNN(x)) mit
G e arg min [ Ry(9)+- I (9]
geF(L.p)
neuronaler Netzwerkalgorithmus fiir Klassifikation (kurz: NN-Algorithmus fiir Klassifika-
tion). ¢

Aufgrund der vielen Parameter, von welchen g € F (L, p) abhingt, kann der Optimierer
an f’ N aus Definition 7.7 und 7.8 fiir hochdimensionale Probleme nicht in angemessener
Rechenzeit ermittelt werden. Durch die fehlende Konvexitét hat die Funktion g +— {12’,, &)+
A-J(g)}neben dem globalen Minimum oft viele lokale Minima. In der Praxis beschrankt man
sich auf die Bestimmung eines solchen lokalen Minimums und hofft, dass dieses dhnliche
Eigenschaften wie das globale Minimum aufweist.

Zur Bestimmung eines lokalen Minimums werden iterative Gradientenmethoden genutzt.
In jedem Schritt werden die Parameter des neuronalen Netzwerks dazu ein Stiick in die
Richtung des negativen Gradienten verschoben, was zu einer Reduktion des Funktionswerts
I@n (g) + X - J(g) fiihrt. Um diese iibersichtlich darstellen zu konnen, definieren wir fiir eine
Matrix A € RP*9 den Ausdruck

Vec(A) = (A11, - Apt, A12s ooy Apa, o Algs o Apg)T € RV, (7.4)

die spaltenweise Vektorisierung der Matrix. Entsprechend sei
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oM

o0 — (VCC(W(Z))> . a= (7.5)

v® o(L)

vec(W L+D)

die Vektorisierung des gesamten Parametervektors einer Funktion g € F(L, p). Ist 6 der
zu g € F(L, p) gehorige vektorisierte Parametervektor, so schreiben wir auch g = gy. Mit
diesen Bezeichnungen erhalten wir folgende Definition:

Definition 7.9 (Gradientenmethode zur Bestimmung des NN-Algorithmus)
Sei (y;):en eine Folge reeller Zahlen (learning rate). Sei w > 0.

Wihle W;;;)[O] zufillig gleichverteilt auf [—w, w], v;.i) O1".= 0 und 610 entsprechend
(7.5).

Firtr=1,2,3,...,T € N, berechne:

ol =0l =11y, . 3y [ﬁn(gg[r—ll) +A- J(gg[r—u)] (7.6)
Setze
e im Regressionsfall: ;IT)]LVN’W‘I = &pi71,
o im Klassifikationsfall: ;F){V Nograd . arg maxye(y gy Mi(goir1)- ¢

Bemerkung 7.10

e Ein Iterationsschritt der Gradientenmethode (d.h. von 81~11 zu 6! nennt man Trai-
ningsepoche. Der Name bezieht sich darauf, dass alle Trainingsdaten einmal verwendet
werden, um den Parameter zu aktualisieren. Andere Algorithmen (vgl. Definition 7.18)
verwenden nur einen Teil der Trainingsdaten zum Aktualisieren der Parameter.

e Gradientenmethoden garantieren nicht, dass ein globales Minimum (und damit an ){V Ny
gefunden wird, sondern nur ein lokales Minimum.

e Die learning rate y, wird iiblicherweise recht klein gewihlt, zum Beispiel y;, ~ 10~
(wobei dies natiirlich abhéngig von der Skalierung der Trainingsdaten und des konkreten
Problems ist). Um Konvergenz zu gewéhrleisten, kann man y; auch von ¢ abhéngen lassen;
eine aus der stochastischen Optimierung motivierte Wahl sind y; mit ) =, % = 0o und
X2, ¥R < oc.

e Bei Anwendung von Gradientenmethoden auf nichtkonvexe Zielfunktionen (wie hier
mit g +— {ﬁn (g) + 1 - J(g)} ist eine gute Wahl der Startparameter von entscheidender
Bedeutung. Sind die Startparameter sehr weit von den interessanten lokalen Extremstellen
entfernt, so ist eine Anniherung mittels Gl. (7.6) nur mit groen Schrittweiten y; moglich.
Dies fiihrt jedoch oft zu einem ,,Uberspringen der lokalen Extremstellen. In der Praxis

. AFNN,grad . . . ..
bedeutet dies, dass f, , 8744 quf dem interessanten Bereich, wo die Trainingsdaten
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beobachtet wurden, stets nur die Nullfunktion oder eine schlechte Approximation von
f*ist.

Bei der Anwendung der Gradientenmethode aus Definition 7.9 wird daher oft ein etwas
groBeres Netzwerk (d.h. eine grolere Menge an Parametern) gewdhlt, als eigentlich
zur Beschreibung von f* nétig ist. Die Zielfunktion besitzt dann eine hohere Zahl von
(interessanten) lokalen Extremstellen, was es einfacher macht, geeignete Startwerte zu
finden.

Eine Initialisierung der Gewichtsmatrizen mit null entspricht sehr ungiinstigen Start-
werten, da die Ableitungen der Zielfunktion dann null oder sehr nahe null sind (vgl.
Algorithmus 7.18) und eine Verschiebung der Parameter zu den Extremstellen wiederum
nur mit grofer Schrittweite und der damit verbundenen Instabilitidt moglich ist.

Es ist daher von zentraler Bedeutung, die Startwerte der Gewichtsmatrizen mit einem
zufilligen kleinen Rauschen (w > Oklein) festzulegen. Anschaulich liegen die Startwerte
dadurch niher bzw. giinstiger an lokalen Extremstellen. Durch die zufillige Initialisierung
werden allerdings auch einige Komponenten von 619 weiterhin ,,ungiinstig** gewihlt und
sind dann im weiteren Verlauf der Gradientenmethode unbrauchbar, da ihre Konvergenz
im Vergleich zu anderen, ,giinstig* initialisierten Komponenten viel langsamer ist. Dies
ist ein weiterer Grund, warum man ein etwas groferes Netzwerk als eigentlich notig
wihlen muss.

Durch genauer auf das vorliegende Problem zugeschnittene Modellierungen der neurona-
len Netzwerke und fortgeschrittene numerische Algorithmen kann die ,, Verschwendung*
von Parametern verringert werden.

Um das Verhalten der Gradientenmethode in der Praxis zu diskutieren, betrachten wir die
folgenden beiden Beispiele:

Beispiel 7.11 (Regression) Wir betrachten n = 30 Trainingsdaten (X;, ¥;), welche dem
Regressionsmodell
Vi=f*"X)+e, i=1...,n,

folgen, wobei X; ~ U[—%, %] i.i.d. gleichverteilt auf [—%, %] und ¢; ~ N(O, 12) i.i.d.
normalverteilt mit Parameter 7 € {0,03, 0,3} sind.

Zur Schitzung von f* verwenden wir ff){VN’grad e F(L, p) aus Definition 7.9 mit
y = 0,01. Die Gewichtsmatrizen werden mit w = 0,3 initialisiert.

Sei zundchst t = 0,03. Zur Schitzung nutzen wir neuronale Netzwerke mit L = 1,
p = (1,10, DT, » = 0,001. In Abb.7.4a)-¢) sind einige Zwischenresultate ggir) nach T
Trainingsepochen dargestellt. Nach 7 = 2000 Trainingsepochen ist das Gradientenverfah-
ren konvergiert und liefert ;Fiv N-grad: o 30000 In Abb.7.4f) ist ein alternatives Ergeb-
nis bei anderer Initialisierung der Gewichtsmatrizen dargestellt. Die beiden verschiedenen
Resultate fiir ;F){v N.grad i, Abb.7.4e),f) machen deutlich, dass das Funktional in GI.(7.3)

mehrere lokale Minima besitzt.
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b Neuronales Netzwerk F(1,(1,10,1)) nach Trainingsepoche 25
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d Neuronales Netzwerk F(1,(1,10,1)) nach Trainingsepoche 400
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f Neuronales Netzwerk F(1,(1,10,1)) nach Trainingsepoche 6000

Abb.7.4 a)-e): Darstellung der Zwischenergebnisse gg(r) fiir an){V N.grad
T Trainingsepochen angewandt auf Trainingsdaten aus Beispiel 7.11. f): Ein alternatives Resultat fiir

~FNN . o . .
fn ){V 8 rad, erhalten durch eine andere Initialisierung der Gewichtsmatrizen

e F(1, (1,10, DT ) nach
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Eine zu grofle Wahl von X erzeugt grole Abweichungen von ;F){V N.grad ;) f*, wihrend

eine zu kleine Wahl von X zu instabileren Iterationsschritten fiihrt.

Sei nun T = 0,3. Zur Schitzung nutzen wir neuronale Netzwerke mit L = 2, p =
(1, 20, 20, l)T und A = 0,0001. In Abb.7.5 sind wieder Zwischenresultate g,r1 nach T
Trainingsepochen dargestellt. Man sieht, dass die Gradientenmethode hier nach etwa 7' =
300 Trainingsepochen (und trotz des groBeren Rauschens der Trainingsdaten) eine gute
Approximation von f* liefert. Aufgrund des geringen Werts von A konvergiert g7 fiir
grofe T hier gegen ein liberangepasstes ff}{v N.grad pie in Algorithmus 7.19 vorgestellte
Methode (Stochastic gradient descent) liefert nach derselben Anzahl von 7 = 80.000

.. R AFNN,sgd
Trainingsepochen ein nicht {iberangepasstes f, 8= 8aim-

Beispiel 7.12 (Klassifikation) Wir betrachten n = 300 Trainingsdaten (X;, ¥;) des fol-
genden Klassifikationsproblems: Es seien X;i, X;7 i.i.d. gleichverteilt auf [0, 1], X; =
(Xi1, Xi)T. Unabhiéngig davon seien &; ~ N (O, 0,22) i.id. Firx = (x;,x)7 € R? sei
8*(x) =x2 — 0,5 —0,3sin(27 x1), und

o h(Xi) —ei =0
2, mxy—e >0

Entsprechend ist der Bayes-Klassifizierer des Problems gegeben durch

1, 8*(x) <0
frx) = :
2, §*(x)>0
. % .. pFNN,grad .
Zur Ermittlung von f* nutzen wir f basierend auf neuronalen Netzwerken

F(L, p) mit L = 2 und p = (2,20, 20,2)” sowie A = 0,001 und y = 0,002. In Abb.7.6
sind einige Zwischenresultate g, nach T Trainingsepochen dargestellt. Nach ca. T = 3000
Trainingsepochen ist eine gute Ndherung von f* erreicht; weitere Iterationen fithren dann
zu einer Uberanpassung.

In der Praxis kann die Uberanpassung durch neuronale Netzwerke mittels hoherer Werte
von A sowie einer dynamischen Wahl von y = y; verhindert werden; dies ist jedoch von
Problem zu Problem verschieden. Eine andere Moglichkeit ist die Uberwachung des Vali-
dierungsfehlers mittels eines vorher separierten Teils der Trainingsdaten, vgl. Bemerkung
2.21. Gerade bei neuronalen Netzwerken funktioniert letztere Methode relativ gut, da mittels
des Gradientenverfahrens schnell eine gute Approximation von f* erreicht wird, wihrend
der Ubergang zu einer Uberanpassung an die Trainingsdaten sehr viele weitere Iterationen
benotigt, vgl. die Abb.7.5 und 7.6.
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a Neuronales Netzwerk F(2,(1,20,20,1)) nach Trainingsepoche 100 b Neuronales Netzwerk F(2,(1,20,20,1)) nach Trainingsepoche 300
w | = NN-Schatzer oo w | = NN-Schatzer o0
< 7| — Bayes-Regel < 7| — Bayes-Regel
° °
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c Neuronales Netzwerk F(2,(1,20,20,1)) nach Trainingsepoche 60000 d Neuronales Netzwerk F(2,(1,20,20,1)) nach Trainingsepoche 80000
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o
o
0
s
> >
o
s
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e |
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e Neuronales Netzwerk F(2,(1,20,20,1)) nach Trainingsepoche 80000

—— NN-Schitzer oo
| — BayesRegel

15

0.4 0.2 0.0 0.2 0.4
) . . .. ~FNN,grad T
Abb.7.5 a)-d): Darstellung der Zwischenergebnisse ggr) fiir f, e F(1, (1,10, 1)* ) nach
T Trainingsepochen angewandt auf Trainingsdaten aus Beispiel 7.11. e): an){V N.sgd _ 81 nach

T = 80.000 Trainingsepochen
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Neuronales Netzwerk F(2,(2,20,20,2)) nach Trainingsepoche 100
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Abb.7.6 Darstellung der Zwischenergebnisse gqr) fir f,, ; e F(2,(2,20,20,2)T) nach
T Trainingsepochen angewandt auf Trainingsdaten aus Beispiel 7.12

Die Berechnung eines Iterationsschritts in Gl. (7.6) der Gradientenmethode ist recht auf-
wendig. In Abschn. 7.3.1 zeigen wir, wie diese systematisch durchgefiihrt werden kann.

7.3.1

Forward Propagation und Back Propagation

Aufgrund der rekursiven Struktur von g € F(L, p) kann ein Iterationsschritt des Gradien-
tenverfahrens in mehrere Teilschritte zerlegt werden. Basis dafiir ist die folgende Zerlegung

eines jeden g € F(L, p):
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Definition 7.13
Fiir g € F (L, p) definiere x©@(x) = x und

D) =0 (z(l)(x)) 00 =D WD XDy, 1=1,...,L, (1.7

wobei o (-) komponentenweise angewandt wird.
Dann ist g(x) = WEHD . x (D) (x), ¢

Es gilt stets

. 1 ¢
Ru(9) =~ C (Y, g(Xi)),
i=1
wobei im Regressionsfall C(y,s) = (y — $)? und im Klassifikationsfall C(y,s) =
— (sy —log Z{le e“) ist. Aufgrund der additiven Struktur R,, (g) reduziert sich die Bestim-

mung der Ableitung von Ién (g) auf die Bestimmung der Ableitung von C(Y;, g(X;)),
i=1,...,n.
Im Folgenden seidaheri € {1, ..., n} fest gewdhlt. Zur besseren Ubersicht schreiben wir
kurz C; := C(Y;, g(X;)) und nutzen die Abkiirzungen x® = xD(x;)und zO = O (X)).
Der Einfluss des [-ten Layers auf C; ldsst sich quantifizieren mittels der folgenden GroBen:

Definition 7.14
Firl/ =1, ..., L, definiere

aC;
I ._ !
Sj = 8z(.l).
J
Dann heiBit 8! := (85)1-:1,__,,,,, der Einfluss des /-ten Layers auf C;. ¢

Die &/ sind zentral fiir die Berechnung der Ableitungen von C; nach den Parametern v,

WO . Zuniichst leiten wir Zusammenhinge zwischen den 8! .l =1, ..., L,her. Fiir Vektoren
a,b € R? bezeichnea © b = (ajb;);=1,..,p das Hadamard-Produkt von a und b.

.....

Lemma 7.15 (Rekursionsgleichungen fiir §’) Es gilt

(1) fiir den obersten Layer:

aC;
L __ ! 1 (L)
= ©° (Z )

(ii) fiir die restlichen Layer { = 1,..., L — 1):

5 = [(W<’+1>)T3’+1] o 4 (z(l)>. (1.8)
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Beweis
(i) Esist
P (L)
5L — aC; ¢,  9x;m 3G o' (D)
T L0 " a0 a.L LD i’
E)zj 8xj 3Zj ij

(ii) Beachte: Jede Komponente von z*! wird von zﬁl) beeinflusst. Daher gilt

1
g _ G _ oG ox|))
N N O IO
BZJ- 8xj 8zj
I+1)
9C; 0C; 9z I+1 U+ T ol+1
= : = S W = (W) 8T
oxV ;azf,i“’ ox? ; mo

d.h. )
I (DN 1 (L0
3j_(W,j ) 5 o(zj).

Mittels der 8! konnen leicht die Ableitungen der C; nach v®, W® bestimmt werden:

Lemma 7.16 (Zusammenhang zwischen §' und Parameterableitungen) Es gilt fiir / =
1,...,L:

N AC

@) 3o = 8.

- aC; (-1
(i1) "’W,(-IIW)[ —8j Xy .
Beweis

Gy 96 96 P gy
O = 5.0 o =9 =9;:
avj sz ij
Giy D€ = 9G . 5 _gt D
0= 5.0 o =9 HAm -
OWj Dz W,
Um 8 gemidR Lemma 7.15(i) bestimmen zu kénnen, muss noch 9Ci  ormittelt werden.
g FYea)
Diese ist bei Regressions- und Klassifikationsproblemen unterschiedlich:

Lemma 7.17 (Einfluss L-ter Layer auf C;) Es gilt

(i) fiir Regression:

aC;i (L+1)
Tty = 20— g (X)) - W

J
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und
aC;

— _(Y: — ) . D)
BWI(;+1) - 2(Yl g(Xl)) Xm .

(i1) fiir Klassifikation:

K
G (L+1) @D
D (Wy,. V=Y Mg (X)) - Wy
J

k=1
und aC
i L

— oy =~ Lm=p — MjgX)} -0,

W
Beweis
(i) %€ = —2(y —s). Mits = WEHDx D folgt die Behauptung.
(i) Es ist % = l{y=k} — % Es folgt mit s = WEHDx@) (und daher s =

v=1

(L+D) (L dsi __ yr(L+DN.
W, x@ und F(.k“ =W, ):
J

(L+1) (L)
aC; aC; sk Ve X
Tl)Z > —I'WZ—E ﬁ Y=ty — <x——wam o Wk(J'LH)
dx; o sk ax; - YK oW

K wEtDm WD
_ (L+1) Zk:l ek kj
= — vii o~

(L+1) (L
YK e

. os L
Mit % = ll{j=k}x,(n ) folgt
jm

3C; aC;  dsk M (L)
ST T 2 gy D =~ 2o | M=t — Sy (P L=k
BW;m+ ) o Ok SW;m+ ) k S e

wEFD L@ ()

(L) e Xm

=— | Lyvi=jpyxn — [(S))
ST

Die Ergebnisse der Lemmata 7.15, 7.16 und 7.17 ergeben zusammen einen Algorithmus,
welcher einen Schritt der Gradientenmethode aus Definition 7.9 (d.h. den Ubergang von
60U =11 zu gU1) durchfiihrt. Dieser Schritt ist unterteilt in zwei weitere Schritte:

e Berechne die Werte z = zO(X;), x® = xD(X;) und g(X;) des neuronalen Netzwerks
in allen Layern. Die Trainingsdaten werden also durch das Netzwerk ,,durchgereicht®,
daher wird dieser Schritt Forward Propagation genannt.
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e Berechne die Ableitungen der Parameter fiir die jeweiligen Layer des Netzwerks. Auf-
grund der Rekursionsstruktur beginnt man vom letzten Layer L und arbeitet sich zum
ersten Layer vor. Daher trigt dieser Schritt den Namen Back Propagation.

Formal erhalten wir folgenden Algorithmus:

Algorithmus 7.18 (Forward-und Back Propagation/Regression) Fiirjedesi =1, ..., n,
fiihre durch:

1. (Forward Propagation) Berechne 20 = 20X, xO = xD(X;) und g(X;) rekursiv
gemdf (7.7) fiir/ = 1, ..., L mit Parametern 6 = elr—11,
2. (Back Propagation)

(2a) Berechne 8t gemil Lemma 7.15(i) und Lemma 7.17(1):
8" = =20 — g (X)) - W 00721
und
aC;

— (Y — ) . x @)

(2b) Fiirl = 1,..., L, berechne &' gemdfl Lemma 7.15(ii):
T
sl [(WUH)U”) 51+1} 60"z

und die Ableitungen gemall Lemma 7.16(1),(ii):
0C; / a0C;

_ — sl . =D
0) ’ o — % tm
dv W,
Berechne
1 & 3G
Ol De=11 _ = — -t =
Ol .= Ve n;au@’ I=1,...,L, (7.9)
1 < 8C
o ._ wou-1n_ )1 i CwOr=11 _
wilh=we) Vi nZ—aw(”Jrzx Wi, . l=1,...L+1.
i=1 jm

(7.10)

Die Vektorisierung von vO1, WOl gemip GI. (7.5) entspricht 8! aus Definition 7.9; die
zugehorigen Algorithmen bleiben dieselben.
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Bemerkungen

e Fiir Klassifikationsprobleme muss nur Schritt (2a) gemil Lemma 7.17(ii) abgewandelt
werden.

e Bei neuronalen Netzwerken g € F(L, p) mit einer groen Anzahl an Layern (d.h.
L groB) veriandern sich die Parameter der Layer nahe am Input in einem Schritt der
Gradientenmethode nur sehr schwach. Dies folgt aus der Rekursionsgleichung (7.8): Die
Anderungen 8! in Layer [ entstehen durch Multiplikation von §/+! mit einer relativ kleinen
Zahl (o' (z0) bzw. WU+D) d.h., 8! fallt geometrischin L —/. In der Praxis verwendet man
modifizierte Gradientenverfahren, um auch gro3e Ableitungen und Parameterdnderungen
in den ersten Layern zu erhalten.

e Aufgrund der Rekursionsgleichung (7.8) ist auch die Beschaffenheit der Aktivierungs-
funktion o von wesentlicher Bedeutung fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des Gradi-
entenverfahrens. Ist o/(x) fiir viele x € R klein, so ergeben sich geméB Gl. (7.8) nur
langsame Anderungen der Parameter. Bei der Sigmoidfunktion o (x) = % ist bei-
spielsweise o’ (x) klein fiir |x| > 1. In der Praxis wird daher bei grofen Netzwerken
hiufiger die ReLU-Funktion o (x) = max{x, 0} genutzt.

Neuronale Netzwerke als Modelle zur Approximation von Funktionen wurden schon vor
mehreren Jahrzehnten entwickelt. Die Computerarchitekturen sind allerdings erst seit etwa
einem Jahrzehnt in der Lage, die nétigen Ressourcen fiir hochdimensionale Probleme bereit-
zustellen. Der Aufbau neuronaler Netzwerke ist darauf ausgerichtet, beim Losen des zuge-
horigen Optimierungsproblems nur méglichst ,,einfache” Operationen zu nutzen, die von
Computern schnell berechnet werden kdnnen. Die gesamte Modellierung erfolgt stets mit
der Motivation, diese auch in der Praxis umsetzen zu konnen, und ist nicht theoretisch moti-
viert. Eine wesentliche Operation in Algorithmus 7.18 sind Matrixmultiplikationen. Diese
konnen von Grafikkarten schnell durchgefiihrt werden, ein wesentlicher Teil der Berech-
nungen kann somit ausgelagert und parallelisiert werden.

7.3.2 Stochastic gradient descent

Je nach GroBe des Netzwerks und der Anzahl der Trainingsdaten n kann bereits die Berech-
nungszeit fiir einen Schritt des Gradientenverfahrens gemif3 Algorithmus 7.18 recht hoch
sein. In der Anwendung sind jedoch auch unvollstindig gelernte Algorithmen von Bedeu-
tung; sie konnen zum Beispiel fiir Prognosen verwendet werden. Aufgrund der Summen-
struktur des empirischen Risikos
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und der damit verbundenen Summenstruktur der Aktualisierungsgleichungen (7.9) und
(7.10) kann die Aktualisierung der Parameter fiir jedes Trainingsdatum (X;, ¥;) einzeln
ausgefiihrt werden und liefert schneller Zwischenergebnisse des Anpassungsvorgangs.

Die Reihenfolge der i € {1, ..., n} kann dabei auf viele verschiedene, heuristisch moti-
vierte Arten festgelegt werden. Zwei oft genutzte Moglichkeiten sind folgende:

a) Wibhle in jedem Schritti € {1, ..., n} zufillig.
b) Wibhle eine zufillige Reihenfolge iy, ..., i, von {1, ..., n}. Der Index i durchlduft nach-
einander iy, ..., i,.

Bei (b) wird jedes Trainingsdatum nach n Schritten einmal genutzt worden sein, nur die
Reihenfolge ist zufillig. Bei (a) gibt es dafiir keine Garantie. Der Algorithmus fiir Methode
(b) lautet:

Algorithmus 7.19 (Stochastic gradient descent fiir neuronale Netzwerke) Sei y > 0
(genannt learning rate) und w > 0.

Sei W;;()[O] zufillig gleichverteilt auf [—w, w] und v;i)[o] =0,r =0.

Wiederhole firt =1,2,3,..., T e N:

e Wihle eine zufdllige Permutation 7 : {1,...,n} — {1,...,n}. Firi = 7 (1), 7(2),
..., (n), filhre durch:
1. Erhéhe r um 1.
2. Fiihre Forward- und Back Propagation wie in Definition 7.18, Schritte (1),(2) mit der
Beobachtung (X;, ¥;) durch.
3. Berechne

pOll . =11 _ Y 9C: , =1,...,L,
n ov®
O _ o1 _ Y ) 9C Olr—1] _
will = w) ~ W . I=1,...,L+1.
aws,)

Sei 6171 die Vektorisierung von vl wOIT 7] gemig Gl.(7.5). Dann entspricht g7,
dem neuronalen Netzwerk nach T vollstindig durchlaufenen Trainingsepochen. Setze

. . . fFNN,sgd ,_
e im Regressionsfall: f = 8girnls
. e ~FNN,sgd
e im Klassifikationsfall: f, 8% = arg maxyc(y. . k) M(girn)-

Da jede Beobachtung im Durchschnitt nur alle n Iterationsschritte in die Aktualisierung der

Parameter eingeht und wihrenddessen n — 1 andere Beobachtungen die Parameter in andere
AFNN,sgd

Richtungen verschieben, konnen spezifische Eigenschaften viel schwieriger in f, ,
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ausgeprigt werden. Daher ist der Algorithmus nF){V N.sgd gegeniiber nF iv N.grad guirker vor

Uberanpassung an die Trainingsdaten geschiitzt.

7.4 Theoretische Resultate

Die statistische Theorie fiir neuronale Netzwerke ist Gegenstand aktueller Forschung, siehe
zum Beispiel [2, 5, 19, 25]. In diesem Abschnitt geben wir einige statistische Resultate aus
[25] fiir neuronale Netzwerke im Regressionsfall wieder.

7.4.1 Approximationsqualitat neuronaler Netzwerke

Ist L, p fest gewihlt, so erfordert eine Analyse von R( AnF ){V N ) eine Aussage dariiber, wie
klein der Abstand sup, .y | f*(x) — f(x)] fiir geeignetes f € F(L, p) werden kann, d.h.
wie gut die unbekannte Bayes-Regel durch ein neuronales Netzwerk vorgegebener Grofie
approximiert werden kann. Diese Fragestellung ist auch von praktischem Interesse, denn
sie gibt Auskunft tiber die notige Groflie von Netzwerken in Abhingigkeit der Dimension d
der Trainingsdaten.

Die folgenden rein deterministischen Resultate sind entnommen aus [25, Lemma 3-10].
Wir betrachten hier neuronale Netzwerke mit Aktivierungsfunktion o (x) = max{x, 0} und
untersuchen, wie viele Layer und welche Dimensionen der Layer hinreichend sind, um
eine vorgegebene Funktion f* : X — R gut zu approximieren. Wir beschrinken uns aus
Griinden der Ubersichtlichkeit auf X = [0, 1]¢. Durch Reskalieren der Beobachtungen
konnen alle hier dargestellten Ergebnisse auf kompakte X C R? erweitert werden.

Eine mindestens einmal differenzierbare Funktion f* : [0, 1] — R kann wie folgt
zerlegt werden:

e [ besitzt eine Taylor-Entwicklung. Jeder Term der Taylor-Entwicklung besteht aus
Produktenxioil — 'x;f]" mit aq, ..., aq € Np.

e Produkte zwischen r Variablen sind mehrmalige Anwendungen von Produkten zweier
Variablen.

Der erste Schritt ist daher die Darstellung des Produkts zweier Variablen, d. h. die Funktion
mult : [0, 1]2 — [0, 1], mult(x,y)=x-y

mit einem neuronalen Netzwerk. Dieses Problem wird durch die nachstehenden zwei Lem-
mata beantwortet.
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Lemma 7.20 Seig : R — R, g(x) := x(1 — x) und
T 10,1] > R, Tr(x):= a(%) —o(x — 2172

sowie R : [0,1] = R, R¥(x) :== Tk o T*1o... 0o T!. Dann gilt

Ve el0.1]: | RF@) — gl <27
k=1

Unter Nutzung der Polarisationsgleichung

roy+y o m+ﬂ_l_x
& 2 AN 2 a3 'Y

erlaubt dieses Resultat direkt eine Erweiterung auf die Funktion mult:

Lemma 7.21 Es gibt mult,, € F(m +4, (2,6,6,...,6,1)T) mit

Vx,y € [0,1]: |multy,(x,y) — mult(x, y)| <27".

Durch Parallelisierung der Layer von mult,, kann nun auch ein Produkt zwischen r Variablen
mit einem neuronalen Netzwerk mit nur geringfiigig mehr Layern dargestellt werden:

Lemma 7.22 Es gibt multfn € F((m+5)[logy(d)], (d, 6d,6d, ..., 6d, DT) und

d
Vx = (x1,....x)7 €[0,117:  |mult? (x) — l_[x,-| <34y,

i=1

Hierbei ist [x] = min{k € N : k > x} die Aufrundenfunktion.

Ist k € N und f* k-mal stetig partiell differenzierbar, so lautet das Taylor-Polynom der
Ordnung k an einer Stelle a € [0, l]d

Pl =Y (a“fxa)%,
aeNg,0< el <k—1
ad

. _ d . .
wobei 8% f* := BXrlxl ...8x3¢1, lall1 = ijlaj,a! =aq!-. L caglund v =0 -y

fiir v € RY. In diesem Kontext wird o auch Multiindex genannt.
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ISt SUPyend o, =k SUPxef0, 114 [0% f*| < K mit einer Konstanten K € R, so gilt nach
dem Satz von Taylor fiir alle x € [0, 114:

* k=1 rx K k
|f70) = Pa fT 0l = 7 1x —alog (7.11)

Die Abschitzung mittels Gl. (7.11) ist zu grob, wenn nur ein Punkta € [0, l]d genutzt wird:
Dann wiirden wir in vielen Fillen kein besseres Resultat als eine obere Schranke der Form
% . 2l,( erhalten, egal wie gut die Ndherung von Ptf_l f*(x) durch ein neuronales Netzwerk
mittels Lemma 7.22 wire. Zur besseren Ausnutzung von GI.(7.11) fiihren wir daher ein

Gitter

D(M) = {a") := <r_]> r=(r,...,rq) €0, 1,...,M}d} c o, 114
M/ j=1,..d
ein und approximieren f* je nach Argument x immer mit dem Taylor-Polynom, welches

zu dem Gitterpunkt gehort, der am nichsten an x liegt. Dies entspricht der Approximation
von f* durch

d
Pprme= Y P [ Mo —a?))

aNeD(M) Jj=1

wobei das Produkt ]_[‘;: (=M - |x; — aj.r) |>+ gerade die Auswahl des am néchsten lie-
genden Gitterpunkts {ibernimmt.

Die Ermittlung eines neuronalen Netzwerks zur Darstellung von P¥~! f* erfolgt durch
Finden geeigneter neuronaler Netzwerke fiir die Summanden Pak_1 f*mita € D(M), was
im Folgenden kurz motiviert wird:

Fiir einen weiteren Multiindex y € Ng schreiben wir y < «, falls fiiralle j € {1, ..., d}
gilt: y; < a. Durch Ausmultiplizieren des Polynoms Pak_1 f* erhalten wir die Darstellung
B = Y e

yeN:0<ly 1 <k—1
mit y
(—a)*~
cy = @ fH@ ———.
! 2 vl —p)!

aeNg:flalli <k—1,y<a

Die Terme x¥ konnen nun mittels Lemma 7.22 diskutiert werden. Die Resultate dieser
Uberlegungen fassen wir in Satz 7.23 zusammen:

Satz 7.23 Ist f* : [0, 11¢ — R k-mal partiell differenzierbar und gilt

sup sup |9 f*] < K,

aeNg, ||l 1=k x€[0,11¢
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so gibt es fiir alle m, N € Nmit N > max{(k + D4 K + 1} ein
feFWL,r12rN, ..., 12rN, DT), L =8+ (m+ 51+ [logy(d)]).
so dass

vx e [0, 117 |f*(x) = fx)] < QK 4+ D)3THIN2™™ 4 g2kNK/4, (7.12)

Bemerkung 7.24

e Der Satz zeigt, dass jede mindestens einmal differenzierbare Funktion durch ein neuro-
nales Netzwerk geeigneter Groie angendhert werden kann. Tatsdchlich zeigt [25], dass
dies auch fiir allgemeinere, Holder-stetige Funktionen der Fall ist.

e Dererste Summand auf der rechten Seite von Gl. (7.12) entsteht durch Approximation von
P¥=1#* durch ein neuronales Netzwerk, vgl. Lemma 7.22. Je hoher m, desto genauer
wird Pk-1 f* durch das Netzwerk dargestellt. Der zweite Summand in GI.(7.12) ist
Resultat der Niherung von f* durch P¥~! f*. Die Giite dieser Niherung wird durch N
bestimmt, welches die Anzahl der Gitterpunkte von D (M) beschreibt (M wird maximal
gewihlt, so dass noch (M + DY =#DM) < N gilt). Durch geeignet gro3e Wahl m, N
und deren Balancierung untereinander kann die rechte Seite von Gl. (7.12) beliebig klein
werden.

7.4.2 Statistische Resultate

Die Theorie aus [25] trifft Aussagen iliber neuronale Netzwerke, die globale Minimierer
eines im Gegensatz zu Gl. (7.3) leicht abgewandelten Funktionals sind. Durch Anwendung
der Gradientenmethode wird in der Praxis aber oft nur ein lokales Minimum von GI. (7.3)
gefunden. Giiteaussagen iiber lokale Minimierer sind ein wesentlich schwierigeres Problem,
das Gegenstand aktueller Forschung ist. In diesem Sinne gibt es hier noch eine Liicke
zwischen Theorie und Praxis.

Die Zielfunktion aus Gl.(7.3) dhnelt mit dem || - ||%-Bestrafungsterm J(g) der Ridge-
Regression aus Abschn. 2.3. In Hinsicht auf die dortigen Resultate ist klar, dass die vielen
Parameter von g € F (L, p) immer noch eine Uberanpassung der Daten ermoglichen. Es ist
daher nicht zu erwarten, dass der Minimierer £/ fiir hochdimensionale Trainingsdaten
kleine Generalisierungsfehler erzielt. In der Praxis wird durch das Einfiigen von heuristisch
motivierten Zwischenoperationen innerhalb der Layer (z. B. durch sogenannte max-pooling
layer) des Netzwerks erreicht, dass die Uberanpassung verringert wird und nur wenige
Gewichte von null verschieden bzw. relevant fiir die Werte des Algorithmus sind. Um dies
in der Theorie moglichst einfach nachzubilden, dndert [25] die Menge der im Optimierungs-
problem betrachteten neuronalen Netzwerke ab. Wir definieren:
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Definition 7.25 (Diinn besetzte neuronale Netzwerke)
Fir s € N, F € R und mit der Bezeichnung |[vllo := #{j € {1,...,d} : v; # 0} fiir
ve RY sei

L+1 L

F(L,p,s, F):={f € F(L,p): Y IWDlo+ Y 10l <5, floc < F)
=1 =1

die Menge der diinn besetzten neuronalen Netzwerke mit hochstens s von null verschiedenen
Gewichtsmatrizen und Verschiebungsvektoren und maximalem Funktionswert F'. ¢

Im Englischen verwendet man den Begriff sparse fiir diinn besetzte Strukturen. Das Optimie-
rungsproblem aus Definition 7.7 iiber beliebige neuronale Netzwerke wird nun abgewandelt
zu folgender Definition:

Definition 7.26 (Neuronaler Netzwerkalgorithmus 2 fiir Regression)
SeiLeN,pe Né” unds € N, F € R, F > 0 fest gewihlt. Dann heif3t

n
AFNN, . 5 5 1
fup P e argmin R(g),  Ra() == ) (¥ — g(Xi)? (7.13)
geF(L,p,s,F) e
neuronaler Netzwerkalgorithmus fiir Regression mit diinn besetztem Netzwerk. ¢
Bemerkungen
e In Hinsicht auf Definition 7.7 entspricht die Optimierung tiber 7 (L, p, s, F') anschaulich
der Anderung von || - ||% zu || - |1 im Bestrafungsterm J, vgl. Lemma 2.39.
e Wie bereits oben erklirt, wird an){V N.sparse yicht in der Praxis verwendet, sondern soll

nur die in der Praxis verwendeten Netzwerke theoretisch nachbilden.

Tatsédchlich gibt es auch in Satz 7.23 eine Aussage zur Anzahl der benétigten Nicht-Null-
Komponenten des f* approximierenden Netzwerks f. Dort gilt

s < 94d*(k + 1> N(m + 6)(1 + [log, (d)]). (7.14)

Fiir beliebige Funktionen f* : [0, 11¢ — R sind die oberen Schranken fiir f aus Gl.(7.12)
und (7.14) zu grob und erlauben keine besseren Aussagen fiir das Excess Bayes Risk als
die Standardschitzer der nichtparametrischen Statistik in Kap. 6. Grund ist, dass der zweite
Summand in GI. (7.12) bei hoher Dimension d nur klein wird, falls eine starke Glattheit
(k groB) von f* vorliegt. In der Praxis entspricht die Forderung nach starker Glattheit jedoch
anschaulich einer sich (fast) linear verhaltenden Funktion f*, was bei komplexeren Zusam-
menhingen verletzt ist. Im Gegensatz zu den Schitzern aus Kap. 6 ist es mit neuronalen
Netzwerken aber einfacher, strukturelle Zerlegungen von f* zu formulieren und in der
Schranke (7.12) auszunutzen. Als Beispiel betrachten wir das sogenannte additive Modell,
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bei welchem angenommen wird, dass f*(x) in eine Summe zerfillt und jeder Summand
nur noch von einer Komponente von x abhingt.

Beispiel 7.27 (Additives Modell und dessen Zerlegung) Es sei K > 0. Es sei f*(x) =
Z?Zl g0; (x;) mit stetig differenzierbaren Funktionen go; : R — [—K, K]. Dann gilt

f* = g1 o0 go,
wobei

g0 : [0, 117 = R, go(x) = (go1(x1), - - -, goa(xa))T

d
gl:RIS R i) =)y
=1

Die einzelnen Komponenten von gg sind zwar nur einmal differenzierbar, aber haben auch
nur den Definitionsbereich R. Dahingegen besitzt g; zwar den Definitionsbereich RY, ist
aber als Summenfunktion unendlich oft differenzierbar.

Anwendung von Satz 7.23 auf die Komponenten von go mitd = 1, k = 1 und auf g
mitd = d, ,k = oo* liefert neuronale Netzwerke g = (got,-- -, g()d)T und g; mit guten
Approximationsraten, die sich auf f := g; o gy iibertragen.

Motiviert durch dieses Beispiel fordern wir allgemeiner folgende strukturelle Zerlegung fiir

£

Modellannahme 7.28 (Zerlegung von f*) Gegeben seien Trainingsdaten (X;, ;) i.i.d.
eines Regressionsproblems mit X; € [0, 114 f.s. Es seien ¢; standardnormalverteilt, d.h.
g ~ N(,1).

Essei K € R,qg € Ng. Fiirl =0,...,q + 1 gebe es a;, by € R mit |a], |b;] < K und
d; € N (mit dy = d und d;1 = 1) sowie Funktionen g; : [ay, bt — [aj41, bl+1]d1+l, SO
dass die Bayes-Regel f* : [0, 11¢ — R erfiillt:

f*=gq0qq—10-~-0g10g0 (7.15)

Firl =0, ..., g hinge die Funktion g; = (glj)/T':l,...,dHl nurvont € {1, ..., d;} Variablen
ab und sei k;-mal stetig differenzierbar mit

sup sup sup  |0%g;;(x)| < K.
J=ld qeNd, |lalli=k xela;, b)Y

Bemerkungen
Die Funktionen g; diirfen von beliebiger Struktur sein, miissen also nicht notwendig neu-
ronale Netzwerke sein. Die fehlende Eindeutigkeit der Darstellung in GI.(7.15) ist nicht
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schidlich, da es nicht unser Ziel ist, die einzelnen g; zu schitzen, sondern die Zerlegung
als Ganzes fiir theoretische Resultate zu nutzen. In [25, Theorem 1 und Corollary 1] wird
folgender Satz gezeigt:

Satz 7.29 Es gelte die Modellannahme 7.28. Fiir [ = 0,...,q sei k' := k; - ?;=l+1
min{k,, 1} und
2kl*
¢, ;= max n A
Es gebe eine Konstante C > 0, sodass die Ausdriicke L = L(n), p = p(n) und s = s(n)
in Definition 7.26 erfiillen:

(i) Die zur Schitzung verwendeten neuronalen Netzwerke erlauben Funktionswerte, die
mindestens so groB} wie die maximalen Funktionswerte der Bayes-Regel f* sind: F >
max{K, 1}.
(i) Die Anzahl der Layer geht mit Rate log(n) in n gegen unendlich:
Yo logy(41) logy(n) < L < Clog(n)

(iii)) Die GroBe der Layer muss mindestens mit Rate n¢, in n gegen unendlich gehen:
ng, < Cminj=1, L pi-.

(iv) Die Anzahl der Nicht-Null-Eintrige der Gewichtsmatrizen und Biasvektoren muss mit
Rate n¢, log(n) in n gegen unendlich gehen: %mpn log(n) <s < Cn¢, log(n).

Dann gibt es eine Konstante C' = C'(q, do, ..., dg41, 10, ..., g, ko, ..., kg, F) > 0 mit

ER (fINN77) = R(f*) = €' logn)®.

Bemerkungen Inder Definition der Konvergenzrate ¢, findet ein tradeoff statt: Falls #; grof3
ist, kann dies durch entsprechend grofles 8; kompensiert werden. Fiir bestimmte Strukturen
von f* kann damit auch eine von d unabhingige Konvergenzrate in n erreicht werden, vgl.
das nachfolgende Beispiel 7.30.

Fiir das additive Modell liefert die Anwendung des Satzes das folgende Resultat:

Beispiel 7.30 Im additiven Modell aus Beispiel 7.27 gilt:

ff=g10go0

Aufgrund der Differenzierbarkeit von go;, j = 1,...,d ist go : [0, l]d — [—-K, K]d fiir
K groB genug, und wir konnen g; : [—-K, K1¢ — R wihlen. Es giltdaherdy = d,d; =d,
dy = 1.

Die einzelnen Komponenten von gg sind differenzierbar und hingen jeweils von einer
Komponente ab, daher istfg = 1, kg = 1.
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g1 ist als Summe von d Termen unendlich oft differenzierbar, daher gilt k1 > 0 beliebig
groBund t =d.
Es folgt k5 = 1. Der Wert k] > 0 kann beliebig grof8 gewihlt werden, daher ist

2k ,{2 2%k} }_2

min =minJ—, -
1=0,1 2k +1; 3 2 +d

3

und ¢, = n=2/3. Sind die restlichen Annahmen (i)—(iv) des Satzes 7.29 erfiillt, so gilt mit
einer Konstanten C’ > 0:

ER (fN70) < R(F) = Cn2 P log(n)?

7.5 Ausblick: Faltende neuronale Netzwerke

Fiir hochdimensionale Trainingsdaten X; sind einige ebenfalls hochdimensionale Layer
notwendig, um f* addquat zu approximieren. Die Anzahl der Parameter eines neuronalen
Netzwerks g € F(L, p) betrigt

L L
Z P+ Z DIDI+1
=0 =0

und kann dementsprechend sehr hoch sein. Die zur Schitzung verwendete Zielfunktion g —
{Ién (g)+A-J(g)}hatdann eine grole Menge von lokalen Minima, und Gradientenverfahren
liefern vor allem fiir hochdimensionale Trainingsdaten nur suboptimale Losungen.

Beim neuronalen Netzwerk aus Definition 7.3 werden keine Einschrinkungen an die
Gewichtsmatrizen W formuliert, anschaulich wird jedes Neuron aus Layer / mit jedem
Neuron aus Layer / — 1 verbunden. Solche Netzwerke heilen fully connected neural net-
works. Wir haben bereits an den theoretischen Resultaten des vorherigen Abschnitts gesehen
(vgl. s in GI.(7.14) und Satz 7.29), dass auch fiir die Beschreibung von komplexen Funk-
tionen f* nicht alle Eintrdge der Gewichtsmatrizen genutzt werden miissen. Aufgrund der
hohen Anzahl von Parametern kann man aber nicht erwarten, dass ein Gradientenverfahren
die richtigen Nicht-Null-Parameter findet.

Je nach Anwendung wurden daher viele neue Modelle definiert, welche ebenfalls als
neuronale Netzwerke bezeichnet werden, sich aber teilweise wesentlich von der Struktur in
Definition 7.3 unterscheiden.

Eine mogliche Anwendung ist die Klassifikation von Bildern. Dies schlie3t folgende
Bereiche ein:

e Entscheide, ob auf einem Bild bestimmte Objekte dargestellt sind oder nicht,
e entscheide auf Basis eines Bilds, welche Aktion als Néchstes durchgefiihrt werden soll
(z.B. bei Computerspielen).
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In diesem Fall entsprechen die Trainingsdaten X; hochaufgelosten Bildern B; mit einer
Hohe von & Pixeln und einer Breite von b Pixeln. Betrachten wir nur Graustufenbilder, so
ist B; € R"*? Mittels der Vektorisierungsfunktion aus Gl. (7.4) konnen Bilder unmittelbar
als Vektor aufgefasst werden mittels X; = vec(B;) € R*’. Anschaulich entspricht dies
einer spaltenweisen Aneinanderreihung der Pixel des Bilds:

147
Bi=258 — X;=vec(B)=(1,2,3,4,56,7,897 ¢R’
369

In den folgenden Definitionen interpretieren wir B € R”*? als ein Bild in Graustufen. Wir
verwenden die Konvention By y = 0 fiir x ¢ {0, ..., h} bzw. y ¢ {0, ..., b}, d.h., Pixel
,auBerhalb“ des Bildes haben den Wert 0. Erfahrungen aus der Bildverarbeitung zeigen, dass
die Extraktion und Reduktion der Informationen eines Bilds besonders gut mittels Filterma-
trizen und durch Verkleinern erfolgen kann. Durch Anwendung einer Filtermatrix auf ein
Bild konnen beispielsweise Rinder von Strukturen im Bild erkannt oder eine Verwaschung
bzw. Schirfung des Bilds erreicht werden.

Definition 7.31 (Faltungsmatrix und diskrete Faltung)
Eine Matrix K € R™*" heilt Faltungsmatrix, falls n € N, n > 3 ungerade ist. Ist b, h € N
mith,h > nunda := ”2i1, so heil3t die Abbildung

n o n
Fconv . hxb hxb F.conv o
QY R > RPN (B, =) Y Britay—jta Kij
i=1 j=1

diskrete Faltung mit Faltungsmatrix K .
Die zugehorige Abbildung fiir vektorisierte Bilder bezeichnen wir mit %" := vec o
L™ o vec™ . ¢

Bereits fiir n = 3 konnen mittels der diskreten Faltung wesentliche Informationen aus einem
Bild B extrahiert werden. Typische Matrizen zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel 7.32 (Faltungsmatrizen) Die folgenden Matrizen K, K» € R3*3 entsprechen
einem Kantenfilter (K1) und einem Glittungsfilter (K3):

010 111
Ki=\|1-41], Kr=—-1111
010 111
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Fiir die Reduktion der Dimensionen eines Bilds und der darin enthaltenen Informationen
gibt es viele Moglichkeiten. In neuronalen Netzwerken wird zum Beispiel max pooling
verwendet, bei welchem je a x a-Quadrate von Pixeln zu einem Pixel zusammengefasst
werden:

Definition 7.33 (Max-pooling)
Seia € N,a > 2und h, b € N. Dann heif3t

= l h by ~ [ ..
L% LR 5 RIGTTLT @R (B), ) i= max{Bux+iot,ay+j—1: i, j €{0,...,a—1}}

max-pooling-Abbildung.
Die zugehorige Abbildung fiir vektorisierte Bilder bezeichnen wir mit &% o0l .= vec o
@500[ ovec L, ¢

Bei neuronalen Netzwerken fiir die Klassifikation von Bildern verwendet mannund = b - h.

Definition 7.34 (Verallgemeinertes neuronales Netzwerk)

Sei L € N, p = (po,....pre1)7 € REF2 und v = (11,...,1140)7 €
{full, conv, pool}L+!. Eine Abbildung g : R?0 — RPL+! heiBt verallgemeinertes neu-
ronales Netzwerk mit Netzwerkarchitektur (L, p, t), falls

g=Pry10Pro...0Py,

wobei @; : RPI-1 — RP! [ =1,..., L+ 1 (die Layer) je nach Wert 7; einer der folgenden
Funktionen entsprechen:

o fully connected layer: ®; = @g('f)l’lw(l),wobei CD{('f)lylW(l) (x) = vO4WwWO . x mitv® e R,
wO c RPxpi-1,
e convolution layer: ®; = dDLI’é’(’,')” mit KO e Ru*M p; e N,

e max pooling layer: &; = <I>5Z)Ol mita® e N, a® > 2.

Enthilt das Netzwerk mindestens einen convolutional layer, so nennt man g auch faltendes
neuronales Netzwerk. ¢

Bemerkungen

e Es gibt noch viele weitere heuristisch motivierte Moglichkeiten fiir die einzelnen Layer
®;.

e Die Parameter des Netzwerks ergeben sich aus der Zusammenfassung der Parameter
v®D, WO bzw. KO bzw. a®) der jeweils verwendeten Layer. Die Anpassung des neu-
ronalen Netzwerks an Trainingsdaten erfolgt weiterhin mit einer Gradientenmethode,
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deren mathematische Komplexitit aufgrund der verschiedenen Typen von Layern nun
zunimmt.

e In der Praxis werden die einzelnen Layer von neuronalen Netzwerken noch komplexer
aufgebaut. So wird beispielsweise in einem convolution layer nicht nur eine Filtermatrix
auf die Eingangsdaten angewandt, sondern r € N verschiedene Filtermatrizen. Formal
entspricht dies der Verwendung von

D, = (d)i("l(’})”, ceey d)i'("r(’})” (7.16)
mit K (l), .o K ,(l) € R™">" anstelle der in Definition 7.34 angegebenen Variante.

e Im Gegensatz zu einem fully connected layer mit p;(p;—1 + 1) Parametern werden durch
einen convolution layer nur ”12 Parameter eingefiihrt, wobei oft sogar nur n; € {3, 5} gilt.

e Die Konzeption eines Netzwerks wird grafisch durch Angabe der verschiedenen Layer
veranschaulicht. Ist ein konkretes Problem vorgegeben, so kann die damit verbundene
Anschauung in die Modellierung des verwendeten neuronalen Netzwerks einflielen.
Beispielsweise empfiehlt es sich, bei der Klassifikation von Bildern zunichst wesentli-
che strukturelle Eigenschaften eines Bilds mittels eines convolution layers im Stile von
Gl.(7.16) zu extrahieren und diese dann weiterzuverarbeiten.

e Die Abbildung de(alt : R"0 — R st linear, besitzt also eine Darstellung der Form
@,f(alt (x) = W-x mit geeignetem diinn besetztem W € R"?*("0) 1p diesem Sinne kann
ein convolution layer auch als fully connected layer mit diinn besetztem W) betrachtet
werden.

Eigenschaften solcher verallgemeinerten neuronalen Netzwerke werden aktuell in der Sta-
tistik erforscht, es gibt aber noch keine belastbaren Resultate.
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Typische Beispiele fiir die Anwendung des Reinforcement Learning sind:

a) Finde (gute) Spielstrategien fiir Spiele wie 4 Gewinnt, Tic-Tac-Toe, Schach, Go,

b) finde den schnellsten Weg durch ein Labyrinth,

c) lasse Roboter einfache Tatigkeiten selbst erlernen, z. B. das Ablegen von Dingen in die
richtigen Container oder das Balancieren eines Stabs in vertikaler Ausrichtung,

d) entwickle einen Algorithmus fiir Autos, so dass diese auch ohne Fahrer von einem
vorgegebenen Ort zu einem anderen Ort fahren, ohne Unfille zu verursachen (autonomes
Fahren).

Die Problemstellungen in den Beispielen haben Folgendes gemeinsam:

e Die gegebenen Systeme konnen sich in einer Menge von Zustinden befinden.
Beispiel a) alle verschiedenen Konfigurationen des betrachteten Spiels, b) alle Orte, an
welchen man sich im Labyrinth befinden kann, c) alle verschiedenen Zustéinde des Stabs,
d) alle moglichen Sensoreneinstellungen des Autos.

e Es gibt mindestens einen giinstigen Zustand, welcher erreicht und evtl. beibehalten wer-
den soll.
Beispiel a) gewinnen, b) Ausgang des Labyrinths erreicht, c) Stock wird vertikal balan-
ciert, und dieser Zustand wird beibehalten, d) Zielort wird erreicht und auf dem Weg
geschah kein Unfall.
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e RegelmiBig muss basierend auf dem aktuellen Zustand eine Aktion aus einer Menge von
Aktionen ausgewdihlt werden, um damit einen neuen Teilzustand zu erreichen.

Beispiel a) ein Spielzug, b) einen Meter Weg in eine bestimmte Richtung gehen, c)
bewege den Roboterarm 1mm nach oben/unten usw., d) beschleunigen, bremsen usw.

e Ziel ist die Ermittlung einer moglichst guten Strategie, welche auf Basis des aktuel-
len Zustands des Systems eine Aktion auswihlt, durch welche man sich den giinstigen
Zustianden annéhert.

e Im Allgemeinen gibt es keine direkte Information, ob die erreichten Teilzustdnde oder
die gewihlten Aktionen erfolgsversprechend sind; erst wenn man sich in giinstigen oder
ungiinstigen Zustdnden befindet, kann eine Bewertung erfolgen. Die Identifizierung der
glinstigen/ungiinstigen Zustinde ist recht einfach.

Beim Reinforcement Learning geht man von diesem allgemeinen Setting aus. Es wird als
eigenes Teilgebiet neben Unsupervised und Supervised Learning gesehen, die theoreti-
schen Grundlagen liegen in der dynamischen Programmierung (vgl. zum Beispiel [23]).
In Abschn. 8.4 werden wir sehen, inwiefern Algorithmen des Supervised Learnings beim
Reinforcement Learning verwendet werden konnen.

8.1 Die optimale Strategie

Die Abfolge der Zustinde und der getitigten Aktionen kann mathematisch mittels eines
Markov-Entscheidungsprozesses formalisiert werden. Der Einfachheit halber beschrinken
wir uns im Folgenden auf endliche Zustands- und Aktionsmengen.

Definition 8.1
Ein (S, A, P)-Markov-Entscheidungsprozess (S, A)ieN, ist eine Folge von Zufallsvaria-
blen mit Werten in S x A auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, IP), wobei

e S C R eine endliche Menge von Zustdnden (der Zustandsraum) ist,

e A eine endliche Menge von Aktionen (der Aktionsraum) ist,

o P = (P(s'ls,a))s.ycS. aca eine Menge von Ubergangswahrscheinlichkeiten ist. Es gelte
fiir alle ¢ € Np:

P(Si41=5|Si =5, Ar =a, S—1 = si-1, Ar—1 = a—1..., So = 50, Ap = ap)
=P(Sit1 =5'|S =5, A =a) = P(s|s, a) (8.1)

¢
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Bemerkung 8.2

e Die GroBe P(s'|s, a) gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit S;;| = s’ gilt, wenn der
aktuelle Zustand S; = s und die ausgewihlte Aktion A; = a ist. Diese Wahrschein-
lichkeit ist iiblicherweise vom betrachteten System vorgegeben, aber oft unbekannt. Der
Namensteil ,,Markov* driickt die Annahme aus, dass die Wahrscheinlichkeit nur vom
aktuellen Zustand und der aktuellen Aktion abhingt, nicht jedoch von den vorherigen
Zustianden und Aktionen, vgl. GI. (8.1). Dadurch wird eine Vereinfachung der folgenden
Theorie erreicht.

e Wahrscheinlichkeitstheoretisch betrachtet ist die Verteilung eines Markov-Entschei-
dungsprozesses durch Angabe der Ubergangswahrscheinlichkeiten P noch nicht voll-
stindig definiert. Es fehlt sowohl eine Beschreibung der Anfangsverteilung von (Sop, Ao)
als auch eine Aussage iiber die Verteilung von A4 (der ndchsten Aktion) gegeben den
Zustand S;41. Im Gegensatz zu S; 4 ist die nichste Aktion jedoch von uns auszuwéhlen
und nicht vom System vorgegeben. Im Folgenden ist unser Ziel daher eine sinnvolle
Modellierung von A;41.

Die Bewertung der Zustéinde erfolgt mittels der sogenannten reward-Funktion. Um mog-
lichst allgemeine Arten von Belohnungen beschreiben zu konnen, hingt diese nicht nur von
dem aktuellen Zustand s ab, sondern beschreibt die erzielte Belohnung beim Ubergang von
Zustand s in Zustand s’ mittels Aktion a.

Definition 8.3 Eine Abbildung R : S x A x S — R, (s, a, s’) — R(s, a, s") heiBt Beloh-
nunglreward. ¢

Wir geben nun zwei Beispiele, welche sich mit obiger Theorie einfach beschreiben lassen.

Beispiel 8.4 (Tic-Tac-Toe) Wir betrachten das Tic-Tac-Toe-Spiel, bei welchem zu Beginn
ein leeres 3 x 3-Feld vorliegt. Zwei Spieler sind abwechselnd an der Reihe und fiillen ein
Feld mit einem Kreis o (Spieler 1) oder mit einem Kreuz x (Spieler 2) aus. Spieler 2 beginnt.
Erzeugt ein Spieler durch seinen Zug drei gleiche Symbole in einer Spalte, einer Diagonale
oder einer Zeile, gewinnt dieser. Ist das Spielfeld ausgefiillt und kein Spieler hat gewonnen,
endet das Spiel unentschieden.

Hier kann S C {—1,0, 1}° gewihlt werden, wobei beispielsweise der Zustand s =
(-1,-1,-1,0,0,1,0, 1, 0) € S das Spielfeld

X | XX
(]

[e]

beschreibt. Hierbei steht —1 fiir ,x “, 1 fiir ,o* und O fiir ein leeres Feld, und die Matrix des
Spielfelds wird spaltenweise in den Vektor s geschrieben.
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Die Menge der Aktionenist A = {1,..., 9}, wobei die Kistchen entsprechend der Tabelle

147
258
369

nummeriert sind.

Gegeben ein Spielfeld s € S, und eine Aktion a € A ist der néchste Zustand s’ € S aus
Sicht von Spieler 1 zufillig, denn zwar ist der eigene Zug festgelegt (der zu einem nicht
relevanten Zwischenzustand fiihrt), der Zug von Spieler 2 aber nicht. Erst nach dem Zug
von Spieler 2 liegt der niichste Zustand s’ € S vor, bei welchem Spieler 1 wieder agieren
kann. Daher gibt es hier eine (unbekannte) Menge von Ubergangs-Wahrscheinlichkeiten
P = (P(s'|s, a))s.s'eS.aca- Es ist zu beachten, dass wir durch diese Modellierung formal
annehmen, dass der Spieler 2 immer nach dem gleichen Schema agiert. Starten wir also
ein neues Spiel und fithren wir so zweimal dasselbe Spielfeld herbei, so gehen wir davon
aus, dass Spieler 2 jeweils mit den gleichen Wahrscheinlichkeiten auf die noch freien Felder
setzt.

Die Funktion R ist frei wihlbar und wird beispielsweise von auflen (vom sogenannten
Interpreter) vorgegeben. Eine mogliche Wahl ist die folgende: Jedes Tripel (s, a, s”), bei
welchem s’ sicher einen Zustand beschreibt, der den Gewinn von Spieler 1 oder von Spieler
2 bedeutet, fiihrt zu bekannten Werten R(s, a, s’) = —1 (verloren) oder R(s,a,s’) = 1
(gewonnen). Ein unvollendetes Spiel s’ erfihrt zum Beispiel die Belohnung R(s, a, s’) =0
und ein Unentschieden R(s,a,s’) = 0,5. Die letzte Setzung fiihrt dazu, dass die spi-
ter ermittelte Strategie auch ein Unentschieden als akzeptables Ergebnis sieht. Die Wahl
R(s,a,s") = 0 oder sogar R(s, a, s") = —1 fiir ,,unentschieden* wiirde zu einer Strategie
fiihren, welche in jedem Fall versucht zu gewinnen. Fiir dieses kleine Beispiel ist diese Wahl
nicht von praktischer Relevanz: Aufgrund der kleinen Dimensionen von & und A liefert der
spéter vorgestellte Algorithmus in jedem Fall eine Strategie, welche nicht mehr verlieren
wird. Sind die betrachteten Systeme aber grof3er, wie zum Beispiel bei dhnlich gelagerten
Spielen wie Schach, erhilt man in jedem Fall nur eine Approximation der bestmoglichen
Strategie. Dann sind solche Uberlegungen von groBer Wichtigkeit, damit die zwanghafte
Einstellung, gewinnen zu wollen, nicht zu schlechten Stellungen fiihrt, die im Nachhinein
nicht mehr korrigiert werden kdnnen und letztlich doch zur Niederlage fiihren.
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Beispiel 8.5 (Labyrinth) Gegeben ist ein 8 x 8-Labyrinth der folgenden Form:

Der Startpunkt ist durch A markiert, der Zielpunkt durch Z. Die grau hinterlegten Felder
symbolisieren Winde, die nicht betreten werden knnen. Von A beginnend soll durch Schritte
der Lénge 1 in eine beliebige Richtung das Ziel Z erreicht werden.

Hier kann & = {(x1,x2) : x1,x2 € {l,...,8}} gewihlt werden, wobei ein Zustand
s = (x1,x2) € S die Position der Person im Labyrinth beschreibt. Hierbei legen wir
ein Koordinatensystem auf das Labyrinth, so dass der Punkt ganz unten links dem Punkt
(1,1) € S und der Punkt ganz oben rechts (8,8) € S entspricht. Natiirlich konnte S
hier auch sparsamer gewihlt werden, da viele Zusténde in der Praxis nicht erreicht werden
konnen.

Die Menge der Aktionen ist A = {1, 2, 3, 4}, wobei wir die Zahlen wie folgt identifizie-
ren: 1 =,gehe 1,2 =,gehe —*, 3 =,gehe |‘, 4 = ,gehe <—*. Gegeben eine Position
s € S, und eine Aktion a € A ist der nichste Zustand s’ € S hier deterministisch, denn
dieser ist aufgrund der gewihlten Richtung eindeutig bestimmt. Daher sind die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten P = (P (s|s, @))s.yeS.qca hier bekannt und nehmen nur die Werte 0
und 1 an.

Nicht jede Aktion ist in jedem Zustand s € S erlaubt. Dies kann auf zwei Weisen
eingearbeitet werden: Eine Methode ist die Setzung von R(s, a, ') = — W mit einer grofien
Zahl W > 0, falls ein unzulissiger Zustand s’ ausgehend von s mit Aktion a erhalten wurde.
In diesem Fall wird also eine hohe Bestrafung fiir die Aktion ausgesprochen. Diese Variante
hat den Vorteil, dass sie sich vollig in die nachfolgende Theorie einfiigt und die Menge der
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moglichen Aktionen a € A nicht von s abhiéngt. Da hier jedoch die unerlaubten Ziige vollig
klar sind, kann man in einer Implementation die Menge der Aktionen auch fiir jedes s € S
separat einschrianken.

Fiir die restlichen Tripel (s, a, s”) kann R(s, a, s") zum Beispiel wie folgt gesetzt werden:
Falls s’ = Z den Zielzustand beschreibt, wihle R(s, a, s") = 1, fiir jeden anderen Fall setze
R(s, a, s") = 0. Fiir den letzteren Fall gibt es auch hier eine mogliche Anpassung: So kann
man beispielsweise R(s, a, s’) = —w mit einer kleinen Zahl w > 0 setzen. Dies fiihrt dazu,
dass jeder Schritt eine kleine Bestrafung nach sich zieht und daher insgesamt Strategien
bevorzugt werden, welche den Zielzustand in moglichst wenigen Schritten erreichen. In
obigem Labyrinth ist dies nicht von grofler Relevanz, da der optimale Weg relativ schnell
gefunden werden kann und der nachfolgend vorgestellte Algorithmus eine optimale Strategie
ermittelt. Bei groleren Labyrinthen wird aber oft nur eine Anniherung an den optimalen Weg
ermittelt. Bei der Berechnung des Algorithmus kann dann eine Bestrafung langer Wege zu
besseren Ergebnissen fithren, da so mehr verschiedene Moglichkeiten ausprobiert werden.

Eine Entscheidungsstrategie muss jedem moglichen Zustand s € S eine Aktion a € A
zuordnen. Nutzt man iiber die gesamte Zeit hinweg dieselbe Strategie, so wird die Verteilung
eines Markov-Entscheidungsprozesses vollstindig beschrieben.

Definition 8.6 (Strategie)
Eine Abbildung 7 : S — A heilt Entscheidungsstrategie bzw. policy.

Ein Markov-Entscheidungsprozess (S;, At)reN, mit Strategie 7 ist ein Markov-
Entscheidungsprozess (S;, A;)sen, mit

VIGN():A,:T[(S,). ‘

Die Bestimmung einer moglichst guten Strategie ist eng verkniipft mit einer Bewertung
der Zustinde. Die Bewertung eines Zustands entsteht formal durch Aufsummieren aller in
Zukunft erwartbaren Belohnungen. Fiir jeden Schritt in die Zukunft werden die Belohnungen
allerdings um einen Faktor y € [0, 1] abgewertet.

Definition 8.7
Sei y € [0, 1]. Sei (S;, A;) ein Markov-Entscheidungsprozess mit Strategie 7.

e Die Abbildung
oo
Vi :S> R, Ve(s) =E [Z V' R(S:, 7(S). Si41)|S0 = s]
t=0

heil3t (abgewertete) Bewertungsfunktion eines Zustands s.
e Die Abbildung

Or:SxA—R,
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Or(s.a) :=E {R(s, a,51) + Y y'R(S. ()., S41)|So = 5. Ag = a}

t=1

heil3t (abgewertete) Bewertungsfunktion fiir ein Zustands-Aktionspaar (s, a). ¢

Bemerkung 8.8

e Esgilt Vi (s) = O (s, m(s)).

e Die Wahl y = 1 entspricht einer weitsichtigen Bewertung, die zukiinftigen Zustinde
werden alle gleichrangig mit einbezogen. Dies kann in der Praxis problematisch sein,
da ein weit in der Zukunft liegender optimaler Zustand bei einer aggressiven Spielweise
des Gegners moglicherweise gar nicht erreicht wird. Die Setzung y = 1 ist daher nur zu
empfehlen, wenn ein Endzustand stets durch eine geringe Anzahl von Spielziigen erreicht
wird.

e Die Wahl y = 0 entspricht einer kurzsichtigen Bewertung, nur der nichste Zustand
zahlt. In diesem Fall wird keine weitsichtige Strategie verfolgt. Im Falle des Schach-
beispiels wird dadurch (je nach Bewertungsfunktion) dem Ziel, im nédchsten Zug keine
Figur zu verlieren, oberste Prioritit gegeben. Solch eine Strategie erkennt allerdings nur
schwerlich, wenn der Gegner ,,Zwickmiihlen* aufbaut.

e Typische Wahl von y: y ~ 0,9.

e Die einfache Modellierung der Abwertung durch einen geometrischen Abfall der Form
y! ist zentral fiir die folgende Theorie. Andere Arten von Abwertungen knnen nicht
einfach theoretisch behandelt werden und sind auch in der Praxis wesentlich schwieriger
umzusetzen.

Bemerkung 8.9 (Ungenaue Modellierung und nicht praxisrelevante Zustéinde) Ange-
nommen, es gibt eine Menge M von Zielzustinden, die in der Praxis zum Abbruch des
beobachteten Markov-Entscheidungsprozesses fiihren (dies ist bei den oben vorgestellten
Beispielen offensichtlich der Fall). Dann ist es fiir eine korrekte Bewertung der Zustéinde
s € S naheliegend, die Summation in der Definition von V; bzw. Q nur bis zu dem
Zeitpunkt 7 durchzufiihren, bei welchem das erste Mal S; € M eintritt, d. h. formal:

T
T:=inf{t e Ng: S; € M}, Vi) =E |:Z Y R(S;, (S, St+l)'SO = S]
=0

Dies fiihrt jedoch zu einer wesentlich schwierigeren Theorie. Wir werden daher im Fol-
genden fiir alle Beispiele die Bewertung mittels der in Definition 8.7 gegebenen V,, QO
durchfiihren, auch wenn dies zu Ungenauigkeiten fiihrt. So ist beispielsweise in der theore-
tischen Formulierung die Bewertung aller Zustinde s € S von Interesse, in der Praxis gibt
es jedoch von vornherein eine Menge von Zustidnden, die nie auftreten konnen, weil zuvor
ein Zielzustand eingetreten ist. Im Kontext von Beispiel 8.4 ist beispielsweise der Zustand
s € S mit graphischer Interpretation
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ein Zustand, der in der Praxis nicht auftritt, weil bereits vorher jemand gewonnen hat.

Mit Hilfe der Bellman-Gleichungen (vgl. [6]) kann ein Ein-Schritt-Zusammenhang zwi-
schen den Werten von Q. und V, hergestellt werden. Der Beweis folgt direkt aus der
Definition von Q, V;:

Lemma 8.10 (Bellman-Gleichungen) In der Situation von Definition 8.7 gelten folgende
Aussagen:

e Fiir die Bewertungsfunktion eines Zustands s:

Va(s) = E[R(s,7(5), S0 + v - V(S| So = 5]
= 3" P57 [RG. 7)) + 7 - Va(s)] (82)
s'eS

e Fiir die Bewertungsfunktion eines Paares (s, a):

Ox (s, @) = E[R(s,a, S1) +7 - 0x(S1, (S1)|So = 5. Ao = a]

=Y P('ls,a) - [Rs.a.s) + vy Qa(s', 7(s))] (8.3)
s'eS

Obige Gleichungen sind sogenannte Fixpunktgleichungen. Sie konnen benutzt werden, um
aus gegebenen Ubergangswahrscheinlichkeiten P (s’|s, @) die Funktionen Q, und V; fiir
eine gegebene Strategie 7 zu ermitteln. Fiir die folgende Betrachtung seien S, A endlich
und V :={V : § - R messbar} und Q := {Q : § x A — R messbar} die Menge aller
moglichen (messbaren) Funktionen V, Q.

Satz 8.11 Sei 7 eine Strategie und y € [0, 1).

e Sei

TT V=V, (TFV)(s) =Y P@ls, m(s)) - [Rs,7(s),s) + v - V(s].
s'eS

Dann gilt: Ist V@ € V beliebig und VD := T7Vv® (& e Np), so gilt punktweise
VO - v (k- 0.
o Sei

T7:Q— Q, (I70)(s,a):= Z P(s'ls,a) - [R(s,a,s) +y - QG w(s")].
s'eS
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Dann gilt: Ist 0© e Q beliebig und Q*+V := 77 Q® (k e Ny), so gilt punktweise
0® - 0, (k — o0).

Beweis Die Aussagen folgen aus dem Banach’schen Fixpunktsatz. Auf V' definieren wir
beispielsweise die Metrik D(Vy, V;) := maXx s | Vi(s) — Va(s)|. Da S endlich und R voll-
standig ist, ist (V, D) ein vollstindiger metrischer Raum. Es gilt wegen Y s P(s'|s, 7 (s))
= 1:

D(TF(V), T (Vo)) <y - max Z P(s')s, (5)) - [Vi(s') = Va(s)|

’
s'es <D(V1,V2)

<y DV, V2)
Mit y € [0, 1) folgt: T,F ist eine Kontraktion.

Durch die Aussage des Satzes kann V, bzw. QO aus einer gegebenen Strategie 7 ermittelt
werden, falls die Ubergangswahrscheinlichkeiten P (s’|s, a) bekannt sind. Eine gute Stra-
tegie 7w sollte V,(s) fiir moglichst viele s € S maximieren. In der Praxis ist es jedoch
aufgrund der Méchtigkeit der Menge aller Strategien nicht moglich, alle & durchzuprobie-
ren und deren V;; miteinander zu vergleichen. Im Folgenden beschéftigen wir uns zunéchst
mit der theoretischen Existenz einer optimalen Strategie 7* : S — A bzgl. der zuvor
festgelegten Belohnung R und dem Abwertungsfaktor y und geben danach effiziente Mog-
lichkeiten der Berechnung an. Die optimale Strategie soll ausgehend von einem beliebigen
Startzustand angeben, durch welche Aktionen man zur hochstmoglichen Bewertung gelangt.
Formal fordern wir gemif folgender Definition:

Definition 8.12 (Optimale Strategie)
Die optimale Bewertungsfunktion auf S ist

V¥:S—> R, V*s):= max Vi(s). (8.4)
T:S—A

Analog definieren wir die optimale Bewertungsfunktion auf S x A:

0" :SxA—R, Q%Gs,a) = ;gaxA Ox(s,a) (8.5)

Eine Funktion 7* : § — A heiBt optimale Strategie, falls fiiralle s € S, 7w : S — A gilt:

Vi (s) = V*(s) ¢

Eine optimale Strategie liefert also fiir jeden Zustand s € S die optimale Bewertung V*(s).
Es ist nicht klar, ob solch eine optimale Strategie 7* existiert. Aufgrund der Endlichkeit
von {r : & — A} (da S, A endlich) kann man zwar fiir jedes s € S in Gl.(8.4) einen
Maximierer 75 : S — A finden. Die Definition der optimalen Strategie verlangt allerdings,
dass fiir jedes s € S dieselbe Funktion 7* : S — A Maximierer ist. Der folgende Satz ist
der erste Schritt hin zu einem Existenzbeweis von 7 *.
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Satz 8.13 Sei y € [0,1). Sei V* : § — R eine Abbildung. Fiir V € V, definiere den
Operator

T*: V=V, (TIV)(s) = maggE[R(s, a, S +yVS)|So =, Ag = a]. (8.6)
ae
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Fiiralles € Sist V*(s) = max,; V,(s), und es gibt eine optimale Strategie 7 *.
(i) V*ist Losung der Rekursionsgleichung

TSV =V*. 8.7)
In diesem Falle ist jede Strategie der Form

78 —> A, 7*(s):€ aig max E[R(s, a, 1) + yV*(S)[So =5, A0 =a]  (88)

acA

eine optimale Strategie.
Beweis (i)=(ii): Es gilt fiir alle s € S:

V*(5) = Vi () = ELR(s, 7*(5). S1) + ¥ - Vi (S1)IS0 = s]
= 3 Pl (6)) - [RGs. 75 (5). )+ ¥ - Vi ()]
s'eS

< %‘S; P(s'ls,a) - [R(s,a,s) +y - V()] = (T V()

Angenommen, es gibt ein § € S, bei welchem obige Ungleichung mit ,,<* erfiillt ist.
Definiere 7* gemiB Gl.(8.8). Mit dieser Wahl gilt (Tf* V*¥)(s) = V*(s) firalles € S
und (T7V*)(5) > V*(5). Definiere R, (s) := |((TZ )" V*)(s) — (TT )" Vz+)(s)|. Wegen
y €0, 1) ist Tf* kontrahierend, d.h. fiir alle s € S gilt R,,(s) — 0 (n — 00). Es folgt fiir
alles € S:

Var(s) = (TF)'Vz)(s) = (TZ)"V¥)(s) + Ry(s)
> (T Y7'VA)(8) + Ru(s) = ... = (TF V*)(5) + Ru(s) (8.9)
> V*(s) + Ru(s) (8.10)

Mitn — oo folgt aus Gl. (8.10), dass Vz«(s) > V*(s). Aus GI. (8.9) folgt mit n — o0, dass
Ve (5) = (Tvﬁ "V*)(§) > V*(5). Damit ist 7* eine bessere Strategie als 7*, Widerspruch
zur Optimalitit von 7*, d.h. zu V*(s) = max, V; (s). Es folgt Gl. (8.7) und damit (ii).
Insbesondere wurde gezeigt: Ist 7* eine optimale Strategie, so gilt fiir 7* auch Viz«(s) >
V*(s) fiir alle s € S, d.h., auch 7* ist eine optimale Strategie.
(ii)=(i): Es gelte V* = T,fV*. Wir zeigen zunichst V*(s) = max, V. (s) fiiralles € S.
Wir zeigen getrennt (a) V*(s) < max; V;(s) und (b) V*(s) > max, V;(s).
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Zu (a): Definiere 7* gemif Gl.(8.8). Wie oben folgt fiir alle s € S: Vz«(s) > V*(s) +
R, (s5). Der Grenziibergang n — oo liefert fiir alle s € S: max,; Vi (s) > Vz«(s) > V*(s).

Zu (b): Seiw : S — A beliebig. Sei s € S. Dann ist dhnlich wie zuvor mit R),(s) :=
(T Vi) (s) — (TFY'VA(s)):

Vz(s) = (T7)" V) (s)
= (T,)"VH)() + Ry (s) < oo < (T V() + Ry (s) < V¥ (s) + Ry (s),

und mit n — oo folgt V; (s) < V*(s). Da & beliebig war, folgt V*(s) > max, V;(s), und
damit gilt insgesamt (i).

In (a) wurde gesehen, dass fiir alle s € S gilt: Vz«(s) > V*(s) = max,; V;(s),d.h., 7*
ist eine optimale Strategie.

Als Folgerung aus Satz 8.13 erhalten wir folgenden Satz:

Satz 8.14 (Existenz und Berechnung einer optimalen Strategie) Sei y € [0, 1). Dann
gilt:

(i) Firalles € Sist V*(s) = (T, V*)(s) (wobei T, aus Gl.(8.6)), und

7*:S — A, m*(s) € arg max Z P(s'ls,a) - [R(s,a,s) +y - V*(s)]
acA
s'eS

ist eine optimale Strategie.
(i) Firalles € S,a € A gilt 0*(s,a) = (T Q*)(s, a), wobei

T):Q— Q. (T;0)s.a):= Y P('ls.a)-[R(s.a.s) +y -max 0%(s', "],
s'eS
(8.11)
und

7*(s) € arg max Q*(s, a) (8.12)

acA

ist eine optimale Strategie.

Beweis Wegen y < [0, 1) ist T in Gl.(8.6) kontrahierend. Daher besitzt die Gleichung
TfV* = V* nach dem Banach’schen Fixpunktsatz in Gl.(8.7) eine Losung im endlichen
Raum V. Aussage (i) folgt nun direkt aus Satz 8.13.

Aussage (ii) folgt aus (i) durch Einsetzen der folgenden beiden Feststellungen:

a) Es gilt 0* = Q*, denn

Ori(s,a) = 3 P(s'Is, @) - P(s'ls, @) - [R(s, a8+ - Var )],
s'eS

und fiir alle s € S gilt: V= (s) = V*(s) = max; V(s).
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b) Es gilt V*(s) = max,eca O*(s, a) (vgl. Definition 7,7 in GL. (8.6)).

Fiir den weiteren Verlauf des Kapitels ist Satz 8.14(ii) von fundamentaler Bedeutung, denn
GI.(8.11) und GI. (8.12) erlauben eine explizite Berechnung der optimalen Strategie durch
Iterationen, ohne dass verschiedene Strategien ausprobiert werden miissen.

8.2 Q-Value Iteration

Im Folgenden nutzen wir Satz 8.14(ii), um 7* zu ermitteln. Zur Berechnung von Q* ist
allerdings die Berechnung eines Erwartungswerts notig, welche ohne Kenntnis der Uber-
gangswahrscheinlichkeiten P (s’|s, a) nicht méglich ist. Die Bestimmung von 7 * kann daher
nur erfolgen, wenn entweder P (s’|s, a) oder direkt Q* (s, a) bekannt ist. Es ist daher unser
Ziel, diese Funktionen aus Daten zu schitzen.

e Schiitzt man P (s’|s, @), so nennt man dies einen model-based approach (es wird versucht,
die gesamten Parameter des Markov-Entscheidungsprozesses zu schitzen). In der Praxis
wird dies oft nicht durchgefiihrt, weil P(-) eine Funktion mit Definitionsbereich S x
S x A ist und bereits die Dimension von § moglicherweise sehr hoch ist.

e Schitzt man Q*(s, a), so nennt man dies einen model-free approach oder value-function
based approach. Diese Variante wird in der Praxis hédufig angewandt, weil die Schitzung
der Funktion Q* : § x A — R auch approximativ mit anderen Methoden des Supervised
Machine Learnings durchgefiihrt werden kann, siehe Abschn. 8.4. Das Paradigma, Q*
zu schitzen und 7* darauf basierend zu ermitteln, nennt man Q-Learning.

Im Folgenden wollen wir uns mit Q-Learning beschiftigen. Value iteration beschreibt ein
Verfahren, die optimale Strategie 7 * durch Berechnung der Funktion Q* mittels der Iterati-
onsvorschrift G1. (8.11) zu ermitteln. Hierbei wird angenommen, dass die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten P (s’|s, a) bekannt sind. Dies ist in der Praxis iiblicherweise nicht der Fall,
weswegen die folgenden Konvergenzaussagen zunichst eher von theoretischem Interesse
sind.

Satz 8.15 (Ermittlung von 7* mittels Q-Value Iteration) Sei 0¥ € Q beliebig. Fiir
k=0,1,2, ... berechne
p . .

Fiir K € N definiere

7*K(s) := arg max Q%) (s, a).
acA

Fiir K — oo gilt dann 7% X (s) — 7*(s), wobei 7* eine optimale Strategie ist.
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Bemerkungen
e Die Gl.(8.13) bedeutet: Berechne fiiralle s € S, a € A: Q%+ (s, a) = (Tq*Q(k))(s, a).
e In der Praxis kann das Eintreten der Konvergenz beispielsweise mittels

sup [QW (s, a) — Q%D (s, a))
se€S,acA

beurteilt werden. Ist dieser Ausdruck fiir ein k € N kleiner als eine vorgegebene Tole-
ranzschwelle ¢ > 0, wird die Iteration abgebrochen und Q* als Niherung fiir Q*
verwendet.

8.3 Q-Learning

Q-Learning beschreibt wie Q-Value Iteration ein Verfahren, die optimale Strategie 77 * durch
Berechnung der Funktion Q* mittels der Iterationsvorschrift GI.(8.11) zu ermitteln. Aller-
dings wird hier angenommen, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten P(s’|s, a) unbe-
kannt sind.

Ohne die Kenntnis von P (s’|s, a) ist die Iterationsvorschrift GI. (8.11) nicht direkt ver-
wendbar. Durch Beobachtungen des Markov-Entscheidungsprozesses kann jedoch eine
Approximation von P (s’|s, a) ermittelt werden: In Beispiel 8.4 (Tic-Tac-Toe) bedeutet bei-
spielsweise der Start eines Spiels die Vorgabe eines Startzustands Sy = s und einer Aktion
Ao = a.Die Aktion von Spieler 2 fiihrt dann zum nichsten beobachteten Zustand sy, := S
und stellt somit eine mogliche Realisierung des Markov-Entscheidungsprozesses zum Zeit-
punkt? = 1 dar. Basierend auf dieser Beobachtung kénnen wir grob wie folgt approximieren:

P(s'ls, a) ~ 1y, (s")

(wir nehmen also an, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 nach (s, a) der Zustand s’ = s, ein-
tritt). Da wir P(s’|s, a) im Folgenden nicht separat schiitzen und diese Schitzung abspei-
chern wollen, kann diese Approximation auch iiber die Zeit nicht verbessert werden und
wird permanent angewandt. Die Approximation von GI. (8.11) lautet dann:

Q*(s,a) ~ R(s, a, Speu) + ¥ max O*(Sneu, a’) (8.14)
a'e

Wiederholung dieses Prinzips fiir verschiedene Startzustéinde s € S und Aktionen a € A
erlaubt dann eine Rekonstruktion der vollstdndigen Funktion Q*. Wir erhalten folgenden
Algorithmus zum Lernen der Funktion Q*:

Algorithmus 8.16 (Ermittlung 7 * mit Q-Learning; elementar) Sei o, € (0, 1), r € Ny
(sogenannte learning rate) und §; € [0, 1], t € Ny (sogenannte exploration rate).
Sei 0 e Q beliebig. Wiederhole fiirr = 0, 1,2, 3, ...:
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(1) Wihle gleichverteilt und zufillig einen Zustand s € S.

(2) Mit Wahrscheinlichkeit §;, wihle a € A zufillig; anderenfalls berechne a := arg
maxges Q1 (s, a).

(3) Starte einen Markov-Entscheidungsprozess mit So = s, A9 = a und erhalte s’ = §j.

(4) Aktualisiere Q) entsprechend Gl.(8.14), d.h., setze QY+t = 0@ und

0tV (s,a) := Q<’>(s,a)+a,-[R(s,a,s/)+y-ma§ 09(s',a) -0V (s, )]. (8.15)
dae

Sei T € N. Definiere
A1 (s) := arg max Q1 (s, a). (8.16)

acA

Bemerkung 8.17

1. Der oben vorgestellte Algorithmus ist zunéchst von theoretischem Interesse (vgl. nach-
folgenden Satz 8.18) und wird in der Praxis abgewandelt. Dies wird in Abschn.8.3.1
besprochen.

2. In Schritt (1) wird ein zufilliger Zustand s € S aus allen moglichen Zustinden ausge-
withlt. Fiir eine theoretische Aussage iiber die Konvergenz von Q) ist dies offensichtlich
notwendig. In der Praxis ist jedoch hiufig aus Griinden der einfacheren Implementation
der Zustandsraum S zu grofl gewihlt (vgl. Beispiel 8.4). Dann ist eine zufillige Wahl
von s € S nicht sinnvoll, weil so viele irrelevante Zusténde als Ausgangszustand genutzt
werden. Mit ,.irrelevanten” Zustinden meinen wir tiberfliissige Zustéinde in S, welche
in der Praxis nicht auftreten konnen, da bereits zuvor ein Zielzustand eingetreten sein
muss (vgl. Bemerkung 8.9). Hier zeigt sich also eine weitere Diskrepanz von Theorie
und Praxis, die wir im Folgenden als gegeben hinnehmen miissen.

3. 1In Schritt (2) wird mit Wahrscheinlichkeit §; eine zufillige Aktion ausgewihlt; ansons-
ten wird die im Moment vielversprechendste Aktion a € A durch Approximation von
Gl. (8.12) genutzt. Die zufillige Auswahl von Aktionen garantiert, dass viele verschie-
dene Zustinde und Moglichkeiten erkundet (engl. explore) werden. In der Praxis sollte
8 4 0 (t — o00) gewihlt werden, damit nach einer anfianglichen Phase des intensiven
Erkundens die Konvergenz von Q7 auf der Menge der relevanten Zustinde gewihr-
leistet werden kann. Die Bedingung 4; | 0 kann bei Systemen mit geringer Kardinalitit
von S x A verletzt werden, da sich dort die korrekten Werte von Q* innerhalb weniger
Iterationsschritte auf Q(7) iibertragen.

4. Der Algorithmus lernt Q* von ,hinten” nach ,,vorn. Startet man mit Q(O) = 0, so kann
gemiB Gl.(8.15) fiir gegebene s € S und a € A nur dann erstmals Q("H)(s, a) #0
eintreten, wenn entweder R(s,a,s’) # 0 oder Q¥ (s’,a’) # 0 gilt. Im ersten Fall
muss s ein Zustand sein, aus welchem man direkt in einen Zustand s’ mit nichttrivialer
Belohnung gelangen kann. Der zweite Fall entspricht dem Regelfall: Fiir einen moglichen
Folgezustand s’ von s wurde bereits ein nichttriviales 0W(s', a’) erreicht, und dieser
nichttriviale Wert iibertrigt sich (mit Modifikationen) von 00, a') auf QU+ (s, q).
Da iiblicherweise Zustinde s mit R(s, a, s") erst ganz am Ende eines Spiels/einer Suche
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auftreten, sind also einige Iterationen nétig, um das Wissen von den Endzustidnden mit
nichttrivialer Belohnung auf die Anfangszustinde zu iibertragen.

5. Schritt (4) nutzt die Approximation Gl. (8.14). Da die rechte Seite von GI. (8.14) jedoch
nur eine Nédherung fiir den korrekten Iterationsschritt darstellt, wird 0D (s, @) nicht
vollstiandig durch die rechte Seite (mit QW) ersetzt, sondern nur einen kleinen Schritt in
diese Richtung verschoben. Die Schrittweite o; nennt man learning rate. Um Konvergenz
von QD) zu gewihrleisten, muss oy — 0 (r — 00) gelten.

6. In der Praxis wihlt man zum Beispiel a; = «p - ]LH mit geeignetem «g > 0; dies ist
begriindet durch den nachfolgenden Satz 8.18.

7. Inder Praxis kann dann 7 7 aus GI. (8.16) als Prototyp fiir die optimale Strategie genutzt
werden.

Fiir obigen Algorithmus konnte [39] ein theoretisches Konvergenzresultat beweisen. Die
Bedingung (a) in Satz 8.18 wird dabei durch Schritt (2) gewéhrleistet.

Satz 8.18 Gilt in der Situation von Definition 8.16:

a) Alle (s,a) € S x A werden unendlich oft ausgewihlt.
b) YZpar = 00, Y2 of = oo,

so gilt P-f.s. punktweise:

0D = 0 und D > g* (T > o0)

Besonders die Schritte (1) und (3) von Algorithmus 8.16 sind problematisch, denn sie sorgen
dafiir, dass ,,interessante, in der Praxis hiufig auftretende Zustinde (fiir die es also im
Vergleich zu anderen Zustinden besonders wichtig ist, dass eine sinnvolle Aktion getétigt
wird) nur selten besucht werden. In Abschn.8.3.1 besprechen wir dies detaillierter und
formulieren eine Praxisversion von Algorithmus 8.16.

8.3.1 Durchfiihrung in der Praxis mit menschlichem Akteur

Auf Basis des Konvergenzresultats aus Satz 8.18 entstanden die im Folgenden bespro-
chenen Abwandlungen. In der Praxis wird der Q-Learning-Algorithmus aus Definition 8.16
in zwei Schritten abgewandelt. Zunichst modifizieren wir Schritt (1) wie folgt:
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Bemerkung 8.19 (Modifikation 1: Anderung Schritt (1))

e Es wird nicht in jedem Iterationsschritt ¢ ein neuer zufilliger Zustand s € S erzeugt,
sondern ein Startzustand sop € S ausgewihlt und der Markov-Entscheidungsprozess mit
So = so nicht nur einen Schritt, sondern sehr lange beobachtet (der neue Zustand s” = S
wird dann also in Schritt (1) wieder als s gewihlt). Der Zustand s’, sofern zufillig,
wird dabei durch einen menschlichen Akteur erhalten. Ublicherweise wird der Prozess
beobachtet, bis ein Zielzustand erreicht wird (sofern existent). Einen solchen Durchgang
von Zustdnden nennt man Episode.

e Wenn der Prozess stoppt (z. B. Spielende), beginnt man wieder von vorn mit dem Start-
zustand sg. Im Allgemeinen ergibt sich ein anderer Verlauf, da entweder in Schritt (2)
des Algorithmus 8.16 aufgrund der Aktualisierungen bereits ein anderes a ausgewdhlt
wird oder der Markov-Entscheidungsprozess in Schritt (3) ein anderes s’ ausgibt.

Fiir die lange Beobachtung eines Markov-Entscheidungsprozesses statt eines stidndigen
Neustarts gibt es folgende Griinde:

e Durch die zufillige Auswahl aus S werden hdufig Zustidnde betrachtet, die in der Reali-
tdt nur sehr selten auftreten oder nicht aus der Evolution eines Markov-Entscheidungs-
prozesses entstehen konnen (Beispiel Schach: Ein zufilliger Zustand wiirde einer
zufdlligen Verteilung eines Teils aller Schachfiguren auf dem Spielbrett entsprechen.
Viele dieser Konstellationen konnen in der Praxis nicht eintreten; deren Bewertung Q*
zu schitzen ist daher insbesondere in Hinsicht auf die Ermittlung einer optimalen Strate-
gie sinnlos). Durch ldngere Beobachtung eines Markov-Entscheidungsprozesses gelangt
man hingegen schnell zu Zustdnden, welche auch in der Realitédt von Interesse sind.

e Die Konvergenz eines Algorithmus mit zuféllig ausgewihlten Startzustdnden ist bei hoch-
dimensionalem Zustandsraum viel langsamer, da viel seltener Zustdnde mit Belohnung
R(s,a,s’) # 0 erreicht werden. Dies fiihrt dann zu keiner Aktualisierung von 0t ip
GI.(8.15).

Wir wollen weiterhin guten Gewissens auf das Konvergenzresultat aus Satz 8.18 abstellen.
Eine wesentliche Voraussetzung war, dass der Zustand s € S im Q-Learning-Algorithmus
8.16 in Schritt (1) jeweils zufillig ausgewihlt wird. Diese Voraussetzung wird durch obige
Modifikation verletzt. Ein Markov-Entscheidungsprozess, welcher nicht in jedem Schritt
neu gestartet wird, besucht Zustdnde So, S1, S, ..., die stark voneinander abhéngen. Beim
Spiel Tic-Tac-Toe (vgl. Beispiel 8.4) beispielsweise besteht der Zustand S» aus den ausge-
fiillten Feldern von S; und zwei weiteren ausgefiillten Feldern. Offensichtlich sind diese
Zustande nicht stochastisch unabhingig voneinander, sondern stark abhéngig. Die folgende
Modifikation versucht, diese Unabhéngigkeit wieder herzustellen:
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Bemerkung 8.20 (Modifikation 2: Anderung Schritt (4)) Speichere den Verlauf der letz-
ten M (M € N)Beobachtungen/Ubergiinge (s, a, s’) in einer Menge M (sogenannter Replay
Buffer) ab und ersetze Schritt (4) wie folgt:

(4’) Bestimme zufillig B Elemente (5, a, 5) aus M und fiihre (4) mit diesen Elementen
aus.

Dies bezeichnet man als Experience Replay. Die Anzahl B nennt man batch size und M die
Grofle des Replay Buffers.

Die Herstellung von Unabhéngigkeit hat noch einen anderen Beweggrund: Spiter wollen wir
Methoden des Supervised Learnings auf die so in M erzeugten Beobachtungen anwenden;
viele dieser Methoden funktionieren aber nur zuverlissig unter der Annahme von unabhén-
gigen Beobachtungen.

Neben den theoretischen Vorteilen gibt es auch einen praktischen Grund fiir die Verwen-
dung des Experience Replay: Die gesammelten Beobachtungen werden mehrmals und damit
effizienter genutzt. Insbesondere wenn die Beschaffung neuer Beobachtungen aufwendig
ist, kann so ein schnelleres Lernen der Funktion Q* bzw. der optimalen Strategie 7 * erreicht
werden.

Mit den Anderungen aus Bemerkung 8.19 und 8.20 lautet der Algorithmus wie folgt:

Algorithmus 8.21 (Ermittlung 7* mit Q-Learning; Praxisversion) Sei a; € (0, 1),
k € Ny (learning rate) und &; € [0, 1], k € Ng (exploration rate).

Sei M =@, B € N (batch size) und M € N (GroBe des Replay Buffers).

Sei 0 e Q beliebig. Sei k = 0. Wiederhole:

e Ermittle einen Anfangszustand s € S und starte einen Markov-Entscheidungsprozess
mit So = s.
e Wiederhole fiir t = 0, 1, 2, 3, ..., bis S; den Zielzustand erreicht oder ¢ grofler als eine
Schwelle ist (d. h. beobachte eine Episode):
(1’) Seis =S;.
(2’) Mit Wahrscheinlichkeit &;, wihle a € A zufillig. Mit Wahrscheinlichkeit 1 — &,
wihle a := arg max,eca Q(k) (s, a).
(3°) Wihle A; = a und erhalte s’ = S;1|. Sei M = M U {(s, a, s")}. Falls #M > M,
16sche die dltesten Beobachtungen, so dass wieder #M = M gilt.
(4’) Experience Replay: Wiederhole B-mal:
*Wihle (5, a, §') € M zufillig und fiihre das Update Q® entsprechend 8.14 aus,
d.h. setze Q%+t = 0® ynd
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006, @) = 06, D+ [RG @, ) +y max 0V, a) = 0V G, @)
a'e
(8.17)
Erhohe k = k + 1.

Sei K € N. Definiere

S *,K,prax(s

T ) := arg max Q(K)(s,a).

acA
In Hinsicht auf Punkt 4. in Bemerkung 8.17 werden in Anwendungen oft nicht alle Uber-
gingein (3”) in M abgespeichert, sondern vor allem diejenigen mit R(s, a, s’) # 0. Dadurch
erhalten alle zu interessanten Zustinden gehorige Funktionswerte von Q* schneller nicht-
triviale Werte. So kann beispielsweise festgelegt werden, dass nur jeder fiinfte Ubergang
abgespeichert wird und zusitzlich jeder Ubergang mit R(s, a, s’) # 0.

Die Verwendung des Replay Buffers ist vor allem fiir komplexere Problemstellungen
notwendig. Die gleichzeitige Verwendung einer batch size B > 1 fiihrt vor allem beim
Deep Q-Learning (vgl. Abschn. 8.4) zu stabileren Schitzungen von Q*.

Fiir einfache Problemstellungen (mit kleinem S x A) hingegen kann auf den Replay
Buffer verzichtet werden. In diesem Fall setzt man in Algorithmus 8.21 M = B = 1. Wir
zeigen dies hier zunéchst fiir das Labyrinthbeispiel (vgl. Beispiel 8.5).

Beispiel 8.22 (Fortfiihrung Beispiel Labyrinth 8.5) Wir wenden den Algorithmus 8.21
beim Labyrinth aus Beispiel 8.5 an mit y = 0,9 und ohne Replay Buffer M = B = 1,
sowie den sechs verschiedenen Konfigurationen

(i) ax =0,5,8¢ =0,5,
(i) ar =0,5,6; =0,1,
(i) o =0,1,6, = 0,5,

. 05 _ 05
(V) o = 15500018 O = 150,001k
_ 05 s 05
(V) @k = 15500018 O = TF0.1%°
. _ _ 05 _ 05
(Vi) @k = 1557501% > O = 150,001

Die Konvergenz von Q") kann wie folgt anhand von Schritt (4) in Algorithmus 8.16 iiberpriift
werden: Vor dem Aktualisieren messen wir die absolute Schrittweite

di = |R(s,a,s") +y - max 0P ", ay— 0P, a)l.
a'e

Nach N = 1000 Durchlédufen des Schritts (4”) bilden wir den Mittelwert Dy, := % > ?/:1 di—;
der letzten N Schrittweiten. Da R(s, a, s”) stets 0 oder 1 ist, kann man bereits bei Dy ~ 0,1
erwarten, dass Q® eine gute Approximation fiir Q* darstellt. Es gibt in dieser Argumen-
tation jedoch eine Schwachstelle: Dy, ist nur ein Ma8 fiir die Konvergenz von Q) bei den
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wihrend der Iterationen besuchten Zustinde. Besucht man also immer dieselben Zustéinde,
wird Q* auf diesen vielleicht gut durch Q® approximiert, moglicherweise aber nicht auf
noch nicht besuchten Zustidnden.

In Abb. 8.1 ist Dy logarithmisch liber % aufgetragen. Man kann sehen, dass die genutzten
Schrittweiten d; fiir wachsendes t immer kleiner werden. Es zeigen sich jedoch Unterschiede
fiir die verschiedenen Fille (i)—(vi) (dargestellt in Abb. 8.1a—f). Im Fall (i) wird bereits bei
k ~ 40 - 10 erreicht, dass Dy ~ 0 gilt. Da die exploration rate §; weiterhin konstant
hoch ist und somit immer wieder zufillige Aktionen getitigt werden, ist hier auch sicher die
vollstidndige Konvergenz von oW — o* eingetreten. Im Fall (ii) ist die exploration rate mit
dr = 0,1 wesentlich kleiner als in Fall (i). Der Algorithmus erreicht zwar genauso schnell
D, = 0, aber Dy, bleibt nicht konstant null, sondern oszilliert zwischen null und hoheren
Werten. Der Grund ist, dass Q(k) ~ Q™ noch nicht fiir alle Zustinde gilt, sondern gewisse
Zustinde (die ,,Sackgassen) zu selten besucht wurden. Fiir diese Zustinde gilt Q(k) ~ Q*
erst nach einer wesentlich hoheren Anzahl von Iterationen. Im Fall (iii) ist die learning rate
a wesentlich kleiner als in den Fillen (i) und (ii), deswegen tritt die Konvergenz wesentlich
spiter ein. Da die exploration rate hier ausreichend hoch ist, tritt zwar erst fiir wesentlich
hoheres k die Konvergenz Q(k) /A (* ein, diese verlduft aber relativ stabil. Dies zeigt bereits,
dass ein korrektes Zusammenspiel zwischen learning rate und exploration rate sehr wichtig
ist, damit die Konvergenz Q®) ~ Q* nach einer akzeptablen Anzahl von Schritten erwartet
werden kann.

Das Labyrinth ist jedoch ein relativ einfaches Beispiel. Da der Zustandsraum S und
auch die Menge der Aktionen A eine sehr geringe Kardinalitit besitzen, miissen nicht viele
Kombinationen von «j und § ,,probiert® werden, um eine stabile Konvergenz Q(k) ~ Q*
zu erreichen. Bei komplexeren Problemstellungen und insbesondere beim Deep Q-Learning
muss die Wahl von o und §; sehr gewissenhaft erfolgen (und man muss viel ausprobieren).
Insbesondere miissen dann die Voraussetzungen von Satz 8.18 eingehalten werden, die wir
hier zunéchst ignoriert haben. Damit Konvergenz eintritt, muss dann o monoton fallen
und gegen null konvergieren; in der Praxis muss dasselbe auerdem fiir §; gelten. Dadurch
wird jedoch auch eine sinnvolle Wahl von o, §; schwieriger. Fiir die Fille (iv)—(vi) ist
das Verhalten des Algorithmus in Abb. 8.1d)—f) illustriert. Wahrend im Fall (iv) eine relativ
stabile Konvergenz eintritt, féllt in (v) die exploration rate zu schnell ab und es tritt dasselbe
Problem wie in (ii) auf, nur wesentlich drastischer. In (vi) hingegen fillt die learning rate
zu schnell ab, so dass Q* auf den interessanten Zustinden nicht schnell genug gelernt wird.

Wir betrachten nun nur noch den Fall (i). Die nach K = 50 - 10 Iterationen erhal-
tene approximierte Bewertungsfunktion VE) (s) := maxgea Q%) (s, @) fiir die einzelnen
Zustinde s € S ist in Abb. 8.2 dargestellt. An jeder Stelle s € S konnen wir auBerdem
0K (s, a) angeben. Dies erfolgt nur fiir die a € A mit 0% (s, a) # 0; unter Nutzung
der Bezeichnungen 1, —, |, < fiir die verschiedenen a € A erhalten wir die in Abb. 8.3
dargestellten Werte. Eine Approximation der optimalen Strategie ergibt sich aus GI. (8.16),
d.h., in jedem Zustand s € S wihle die Richtung a € A mit dem hochsten beigeordneten
Wert von QK (s, a).
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Abb. 8.1 Gemittelte absolute Schrittweiten Dy aufgetragen iiber der Anzahl der Iterationen k von
Schritt (4’) des Algorithmus 8.21 in Beispiel 8.22 fiir verschiedene Wahlen von oy, 8;. a Wahl (i),
b Wahl (ii), ¢ Wahl (iii)
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0.81 0.53 | 0.48

0.59 | 0.66 | 0.73 | 0.66 | 0.59

0.53 0.53

0.39 | 0.43 | 0.48

0.28 | 0.31 | 0.35 0.43 | 0.39

Abb.8.2 V) (s) fiir die verschiedenen Zustinde s € S in Beispiel 8.22, Fall (i)

Bemerkung 8.23

e Das Beispiel des Labyrinths ist in dem Sinne ,.einfach®, als dass der Zustands- und
Aktionsraum eine sehr geringe Kardinalitidt aufweisen. Wihrend des Q-Learnings kann
jeder Zustand ausreichend oft besucht werden, so dass eine vollstindige Konvergenz
Q%) ~ Q* erwartet werden kann. Bei komplexeren Problemstellungen kann man dies
nicht erwarten. Dann miissen die learning rate o und die exploration rate §; geeig-
net angepasst werden, so dass zumindest die ,,interessanten” Zustinde ausreichend oft
besucht werden.

e Da am Ende oft nur noch die Strategie 7 K)(s) = arg max,c4 Q%) (s, a) von Interesse
ist, istes ausreichend, wenn Q%) zumindest eine so gute Approximation von Q* darstellt,
dass die Verhiltnisse von Q%) (s, a) fiir verschiedene a € A korrekt abgebildet werden.

Das Beispiel des Tic-Tac-Toe-Spiels ist wesentlich komplexer. Hier gilt #S = 3° = 19.683
und #A = 9, so dass Q* auf insgesamt 3° - 9 = 177.147 Argumenten gelernt werden muss
(natiirlich sind es tatsdchlich wesentlich weniger, da viele Zustands- und Aktionskombi-
nationen nicht moglich sind; trotzdem ist die Anzahl dieser Kombinationen immer noch
wesentlich hoher als beim Labyrinth).
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Abb.8.3 0K (s, a) fiir alle moglichen Zustinde s € S und Aktionen a € A in Beispiel 8.22

Beispiel 8.24 (Fortfiihrung Beispiel 8.4) Wir wenden den Algorithmus 8.21 beim Tic-
Tac-Toe-Spiel aus Beispiel 8.4 anmity = 0,9, M = B = 1und §; = o4 = m. Der
menschliche Spieler 2, welcher uns die Folgezustinde s’ in Schritt (3”) liefern muss, wird
simpel simuliert: Spieler 2 wihlt einfach einen zufélligen zulédssigen Zug aus.

Die Konvergenz von Q) wird analog zu Beispiel 8.22 anhand der Schrittweite d
und fiir jeweils N = 1000 aufeinanderfolgende Iterationen mit den Mittelwerten Dy =
x Z?’Zl dy— j tiberpriift.

Zusitzlich zur absoluten Schrittweite (die als ,,Trainingsfehler* interpretiert werden
kann) testen wir die Leistungsfihigkeit der aktuellen Approximation Q®, indem wir nach
jeweils N Iterationen die darauf basierende Strategie 7# ) (s) = arg max,eq Q® (s, a) in
1000 Spielen gegen einen zufillig agierenden Gegner antreten lassen. Der prozentuale Anteil
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der Nicht-Niederlagen (d. h. Gewinne und Unentschieden) kann als ,,inverser Validierungs-
fehler interpretiert werden und sollte idealerweise gegen 1 konvergieren.

Wir stoppen den Q-Learning-Algorithmus nach ca. k = 200 - 10° Iterationen. In Abb. 8.4
ist Dy logarithmisch aufgetragen. Man kann sehen, dass die genutzten Schrittlingen dj
immer kleiner werden und der inverse Validierungsfehler tatsdchlich gegen 1 konvergiert.

Im Gegensatz zu Beispiel 8.22 lisst sich die Funktion Q® (s, @) aufgrund der hohen
Kardinalitit des Zustandsraums S = {—1, 0, 1}9 nicht mehr fiir alle s € S visualisieren.
Wir zeigen exemplarisch die erhaltenen Werte fiir einen Spieldurchgang in Abb. 8.5.

An den nicht symmetrisch verteilten Werten von 0W (s, a) in Abb.8.5a ist ersichtlich,
dass die Konvergenz Q™ — Q* noch nicht eingetreten ist. Trotzdem liefert der Algorith-
mus bereits eine gute Approximation fiir die optimale Strategie: Das mittlere Kidstchen wird
als Erstes ausgewihlt, und im Laufe des Spieles werden Zwickmiihlen konstruiert sowie
Niederlagen erkannt (negative Zahl in Abb.8.5d). Die Werte von Q* sind iiberwiegend
positiv, da ein Unentschieden s’ mit R(s, a, s") = 0,5 bewertet wurde.

Absolute Schrittweite und Validierungsfehler
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Abb. 8.4 Absolute Schrittweiten Dy, aufgetragen iiber der Anzahl der Iterationen k von Schritt (47)
des Algorithmus 8.21 beim Tic-Tac-Toe-Spiel
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Abb. 8.5 Q) (s, a) fiir die Zustinde s € S eines Spieldurchgangs von Tic-Tac-Toe. Die Werte
0W (s, a) fiir alle moglichen Aktionen sind in die freien Kistchen eingetragen. Die Kreuze wurden
manuell im Spielverlauf gesetzt

Ein gutes Abstimmen der Parameter y, &; und o4 ist notwendig, um eine stabile Konver-
genz zu erreichen. Dies liegt in der hohen Kardinalitit von S: Fiir ein vollstindiges Lernen
von Q* miissen 3° - 9 Parameter korrekt approximiert werden (auch wenn natiirlich viele
Konfigurationen nicht von Relevanz sind). Eine Beschleunigung ist in mehrerlei Hinsicht
moglich:

e Aufstellen eines stirker an das Problem angepassten Zustandsraumes: Nutze die Sym-
metrien im Spiel, um Zustédnde und entsprechend darauf folgende Aktionen in der Pro-
grammierung zusammenzufassen.

e Verwende einen ,intelligenteren” Gegner, welcher ebenfalls Gewinnabsichten verfolgt
(vgl. Abschn.8.3.2).

e Versuche von vornherein, die Funktion Q* durch eine geeignete Funktionenklasse zu
approximieren, welche weniger Parameter hat und trotzdem eine gute Annédherung an
Q* erlaubt (vgl. Abschn. 8.4, Deep Q-Learning).

Bemerkung 8.25 Wie bereits in Beispiel 8.22 bemerkt ist die Uberpriifung der Konvergenz
mittels Dy, i = 1, ..., N in Beispiel 8.24 mit Vorsicht zu genief3en. Der angewandte Algo-
rithmus 8.21 ist nur in der Lage, Q*(s, a) fiir die Zustinde s richtig zu schitzen, welche
innerhalb der Iterationen geniigend oft besucht wurden. Sobald die exploration rate §; sehr
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nahe bei 0 liegt, werden nur noch sehr selten neue Zusténde besucht. Der Algorithmus lernt
dann nur noch mit den bereits besuchten Zustinden, insbesondere mit den besuchten Ziel-
zustinden, und schitzt Q* auf Basis dieser. Wurden noch nicht alle relevanten Endzustinde
geniigend oft besucht, wird Q) zwar konvergieren, aber nicht gegen das optimale Q*. In
dem Sinne liefert die absolute Schrittweite in Abb. 8.4 bloB, dass nach 200 - 103 Iterationen
keine wesentliche Verbesserung von Q) mehr zu erreichen ist. Fiir bessere Ergebnisse
muss die Prozedur mit anderen Parametern oy, §; neu gestartet werden. Die Abweichun-
gen D; # 0 stammen daher, dass hin und wieder noch neue Zustinde durch §; # 0O
besucht werden und der Lernprozess (die Ubertragung der Werte Q® fiir Zustiinde nahe den
Zielzustinden an die Werte QW (s, -) fiir Anfangszustdnde s) noch nicht vollstindig abge-
schlossen ist.

8.3.2 Durchfiihrung in der Praxis ohne menschlichen Akteur

Insbesondere beim Entwickeln von optimalen Strategien fiir Spiele mit zwei oder mehr
Akteuren ist eine gute Praxisumsetzung des Schritts (3”) in Algorithmus 8.21 nétig. Die
Qualitiit des erhaltenen Zustands s’ muss hoch sein, damit schnell starke Strategien gegen
starke Gegner entwickelt werden. Gegen schwache Gegner muss ein so ermittelte Strategie
trotzdem nicht schlecht sein; mittels der exploration steps werden auch Spielziige solcher
Gegner beriicksichtigt.

Ein naheliegendes Verfahren ist das simultane Lernen von Q* aus Sicht des Spielers und
des Gegners. Im Schritt (3’) wird zur Erzeugung von s’ der Algorithmus gespiegelt. Eventuell
ist hierfiir eine Erweiterung des Zustandsraums S notig, da das Spiel nun auch aus der Sicht
des Gegners betrachtet wird. Ben6tigt wird hierfiir eine Funktion invert : § — S, welche
einen Zustand syischen, aus Sicht des Spielers in denselben Zustand s8 = invert(s;yischen)
aus Sicht des Gegners umwandelt. s;yischen st hierbei der Zustand, welcher direkt nach
der Aktion des Spielers und noch vor der Aktion des Gegners eintritt. Die Menge M aller
gesammelten Zustdnde enthélt nun auch die (entsprechend invertierten) Ziige aus Sicht des
Gegners.

Algorithmus 8.26 (Ermittlung 7* mit Q-Learning; Praxisversion 2) Sei o € (0, 1),
k € Ny (learning rate) und &; € [0, 1], k € Ng (exploration rate).

Sei M =@, B € N (batch size) und M € N (GroBe des Replay Buffers).

Sei 0 e Q beliebig. Sei k = 0. Wiederhole:

e Ermittle einen Anfangszustand s € S.
e Wiederhole fiirr =0, 1, 2, 3, ..., bis ein Zielzustand erreicht wird oder ¢ grofer als eine
Schwelle ist (d. h. beobachte eine Episode):
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(1S) Fallst > 1, setze s = s'.

(2S) (Spieler) Mit Wahrscheinlichkeit §;, wihle a € A zufillig. Mit Wahrscheinlichkeit
1 — 8y, wihle a := arg max,ea Q(k)(s, a).

(3S) Erzeuge den ,Zwischenzustand® s,y ischen € S aus Sicht des Spielers. Falls ¢ > 1,
sei M = MU {58, a8, invert(s)}. Falls #M > M, 16sche die dltesten Beobach-
tungen, so dass wieder #M = M gilt.

(1G) Setze s8 = invert(s;yischen)-

(2G) (Gegner) Mit Wahrscheinlichkeit §;y wihle a8 € A zufillig. Mit Wahrscheinlich-
keit 1 — 8; wihle a8 := arg max,ca Q® (58, a).

(3G) Erzeuge den ,Zwischenzustand* s* € S aus Sicht des Gegners. Sei s’ =

zwischen

invert(s® ). Sei M = M U{(s, a, s")}.

zwischen

(4’) Wie in Algorithmus 8.21 (insbesondere die Erhhung von k um 1).

Sei K € N. Definiere

ﬁ*,K,pmxz(s) 1= arg max Q(K)(S, a).

acA
Dieser Algorithmus kann in der Praxis in viele verschiedene Richtungen abgewandelt wer-
den, was die Verwaltung von M und Q® betrifft. So konnen beispielsweise fiir Spieler und
Gegner auch verschiedene Q) genutzt werden.

Beispiel 8.27 (Fortfiihrung Beispiel 8.5) Hier wihlt man invert : S — S, s = (sq, ..., 59)
> —s = (=51, ..., —S9), d.h., ,o° wird zu , x * umgewandelt und umgekehrt; leere Felder
bleiben unberiihrt.

Wir wenden den Algorithmus 8.26 beim Tic-Tac-Toe-Spiel aus Beispiel 8.4 an mit
y = 0,9, Replay Buffer M = 100, batch size B = 1 und 8y = ax = H-(),IW' Wie
in Beispiel 8.24 messen wir die absolute Schrittweite sowie den ,,inversen Validierungs-
fehler alle N = 1000 Iterationen von Schritt (4’). In Abb. 8.6a ist Dy sowie der inverse
Validierungsfehler logarithmisch tiber % aufgetragen. Dy suggeriert hier, dass Konvergenz
von Q® eintritt. Betrachtet man allerdings den inversen Validierungsfehler (dieser betrigt
fiir % > 100 jeweils ca. 0,87), so stellt man fest, dass Q* und 7 * nicht fiir alle Zustéinde kor-
rekt gelernt werden. Dies liegt daran, dass die Berechnung des inversen Validierungsfehlers
auf eine vollig andere Art erfolgt, als der Lernprozess stattfindet. Da Spieler 2 nun ebenfalls
einen Sieg erringen mochte, werden nach einer anfinglichen Erkundungsphase (mit hoher
exploration rate) vor allem Zustinde besucht, die auftreten, wenn beide Spieler Gewin-
nabsichten verfolgen. Ist die Erkundungsphase zu kurz (d.h., die exploration rate fillt zu
schnell ab), so kann das gelernte Q) nur gut mit Gegnern umgehen, die ebenfalls gewinnen
wollen. Der inverse Validierungsfehler wird jedoch mit einem zufillig agierenden Gegner
ermittelt. Dabeli treten eventuell Zustinde s auf, welche Q(k) ,,;hoch nicht kennt“ bzw. fiir die
Q® (s, -) noch nicht ausreichend gut gelernt wurde. Mit anderen Worten, unsere gelernte
Strategie 7 ©) kann mit der zufilligen Reaktion des Gegners nicht umgehen.
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Abb. 8.6 Absolute Schrittweiten Dy aufgetragen iiber der Anzahl der Iterationen k von Schritt (4”)
des Algorithmus 8.26 beim Tic-Tac-Toe-Spiel. a): Mit §; = m, b): mit §; = m

Wenn wir Algorithmus 8.26 stattdessen mit einer langsam abfallenderen exploration
rate 8 = H(L()]W starten, kann dieses Problem weitgehend behoben werden, indem die
Erkundungsphase zu Beginn verldngert wird (vgl. Abb. 8.6b).

Die Anwendung von Algorithmus 8.26 ist daher stets mit Bedacht zu verwenden. Bei
komplexeren Problemstellungen kann die Erkundungsphase beispielsweise nicht beliebig
lang ausgedehnt werden.

8.4  Approximation durch neuronale Netzwerke: Deep Q-Learning

Bei komplexen Problemen ist eine exakte Darstellung und Ermittlung von Q* (s, @) aufgrund
der hohen Kardinalitit von S x A oft nicht méglich. In Beispiel 8.4 entspricht Q* (s, a) einer
3% x 9-Matrix, d.h., es miissen 3% - 9 &~ 177.000 Parameter gelernt werden. Mindestens die-
selbe Anzahl Iterationen wire notig, um jeden Eintrag mindestens einmal sinnvoll aktuali-
siert zu haben. Bei noch groBeren Zustandsraumen S ist die dafiir benétigte Berechnungszeit
zu lang.

Fiir eine moglichst gute Schitzung muss daher die Anzahl an Parametern reduziert wer-
den, von welchen Q* : S x A — R abhingt, sodass die verbleibenden Parameter mit einer
hoheren Genauigkeit geschitzt werden konnen. Formal geschieht dies durch die Annahme,
dass Q* in geeigneten Funktionenrdumen liegt. Hierbei fasst man Q* nicht langer als Abbil-
dung § x A — R auf, sondern reprisentiert Q* durch

0*: S — R¥ 0*(s) = (Q*(5, @))uca-
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Durch die in Definition 8.1 geforderte Einbettung S € R? kann Q* dann aufgefasst werden
als eine Funktion
0* : RY — R¥,

Auch wenn die Kardinalitédt von S sehr grof ist, so ist d selbst fiir komplexe Probleme nur
von moderater GroBe. Damit bietet es sich an, 0* durch Modelle des Supervised Learnings
Zu approximieren.

Definition 8.28 (Modellannahme: Reinforcement Learning) Es gilt Q* e F, wobei F
eine Modellklasse des Supervised Learnings beschreibt. ¢

Da die meisten Modelle des Supervised Learnings stetige Abbildungen (oder zumindest
Abbildungen mit beschrinkter Variation) liefern, fiihrt man durch diesen Schritt implizit
die Annahme ein, dass die verschiedenen Zustéinde von S miteinander vergleichbar sind
und Algorithmen auf ,,dhnlichen” Zustinden auch dhnlich agieren sollten. Die Qualitit
der folgenden Theorie hingt damit wesentlich von der Qualitit der Einbettung S € R? in
Hinsicht auf das zu 16sende Problem ab, d. h. mit welchen reellen Vektoren die verschiedenen
Zustinde bezeichnet werden. Zur Verdeutlichung geben wir zwei kleine Beispiele:

Beispiel 8.29 (Wahl von S)

e Tic-Tac-Toe, vgl. Beispiel 8.4: S = {—1,0,1}° ¢ R?, d.h.d = 9 (mit —1 =,x°,
0 =,% 1 =,0%.,1° entspricht hier also dem eigenen Symbol und ,—1‘ dem gegneri-
schen Symbol, wihrend die Null die Neutralitit eines leeren Feldes ausdriickt. Mit dieser
Einbettung wird die Vorstellung ausgedriickt, dass die Strategie auf gegnerischen Symbo-
len und ortliche Akkumulationen davon auf dem Spielfeld wesentlich anders behandeln
soll als dhnliche Auspriagungen mit den eigenen Symbolen.

e Schach: Wihle zum Beispiel S = {—6, ..., —1,0, 1, ..., 6} ¢ R®, d.h. d = 64 (mit 0
= leer, 1 = eigener Bauer, 2 = eigener Springer, 3 = eigener Laufer, 4 = eigener Turm, 5
= eigener Dame, 6 = eigener Konig, negative entsprechend Gegnerfiguren).

e Negativbeispiel Labyrinth: Betrachte das einfache ,Labyrinth® in Abb.8.7, wobei wir
jeweils S = {s1, ..., s5} nutzen, aber einmal die Zustdnde von links nach rechts (A
zu 7Z) mit sq, ...,s5 = 1, ..., 5 identifizieren und einmal mit s, ...,s5 = 4,2,5,1, 3.
Die Aktionen seien jeweils A = {—1, 1}, wobei 1 =,gehe —‘ und —1 = ,gehe «°
entspricht. Wir brechen den Prozess ab, wenn Z erreicht wird.

Q™ lautet in diesem Fall:

O*@s,a)a=—1la=1

s =5 0,73
s=s2 0,66 0,81
s=s3 0,73 10,90
s=s4 0,81 | 1,00
s=s5 0,90
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Abb. 8.7 Einfaches Labyrinth
mit Startzustand A und A=3s1 S2 s3 Sa Z = s5
Zielzustand Z

Istnun sy, ...ss =1,..,5,s0ist 0*:SCR - A C R? in jeder Komponente mono-
ton wachsend und einfach zu approximieren; dies wire eine gute Wahl der Einbettung
S C R. Eine schlechte Wahl ist s, ..., s5 = 4,2, 5, 1, 3, so ergibt sich eine wesentlich
kompliziertere Abbildung Q.

Im Folgenden sei zur Vereinfachung der Notation A = {1, ..., #A}. Aus Satz 8.18 wissen
wir, dass die Iteration im Schritt (4) von Algorithmus 8.16,

Q)0 = (@M (Nater[RGs, a, ) +y max(0D 5D = (0 ()a]. (8.18)

oft genug fiir verschiedene (s, a) ausgefiihrt erfiillt: Q) — Q*. Die Vorschrift 8.18 wurde
erhalten als Approximation von

Q" )a ~ R(s. a.5) +y - max(QN (s (8.19)

Im Folgenden nutzen wir zur Approximation von Q* ein Modell des Supervised Lear-
nings, ausgedriickt durch parametrische Funktionenklassen

F={fs :R? = R*" 9 € 0)

mit einem geeigneten Parameterraum ©. Dies entspricht der folgenden Modellannahme:

Modellannahme 8.30 (Approximatives Q-Learning) Es gilt 0* € F (d.h., es gibt 6* €
O mit Q* = fy+).

Wir wollen weiterhin die Iterationsvorschrift Gl. (8.18) zur Bestimmung von Q* nutzen;
in jedem Iterationsschritt muss nun allerdings eine Darstellung oW = fow mit geeigne-
tem 6% ¢ © existieren. Damit ist ein Update entsprechend GI. (8.18) nicht mehr méglich:
Wir konnen nicht direkt die Funktionswerte von fy« verdndern, sondern nur die zuge-
horigen Parameter 0% An dieser Stelle muss die Iterationsvorschrift GI.(8.18) mit den
Schitzmethoden des verwendeten Supervised-Learning-Modells fusioniert werden. Dies
geschieht durch folgende Interpretation von Gl. (8.19):

Bemerkung 8.31 (Interpretation durch ein Supervised-Learning-Modell) In jedem
Schritt erhalten wir ein Tripel (s, a, s”) bestehend aus Ausgangszustand s, getitigter Aktion
a und Folgezustand s’. Hierbei kann s aufgefasst werden als Trainingsdatum X; = s € R,
und gemdl GI. (8.19) ist
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(YDa i= R(s,a,5") +y -max(Q® (") = R(s,a,s") + y - max(fyw (s"))a
a'eA a'eA

der Zielwert fiir die a-te Komponente der Entscheidungsregel fy« bei X; = s. Fiir alle
anderen Komponenten a # a liegt uns keine Information vor, daher setzen wir einfach

(Y))s = R(s,a,s) +y -maxgea(fow (s))a, a=a
T o ita’

In diesem Sinne liefert uns jedes neue beobachtete Tripel (s, a, s”) eine neue Beobachtung
(Xi, ¥i).

Hat man im k-ten Schritt die Beobachtung (X, Yi) erhalten, so kann nun Schritt (4)
in Algorithmus 8.16 wie folgt abgeindert werden: Lerne den Parameter 61 (bzw. den
zugehorigen Algorithmus fy«+1)) neu auf Basis der Trainingsdaten (X, Y;);=1,.. x und einer
Verlustfunktion L. Dies zeigt, dass theoretisch jedes beliebige Verfahren des Supervised
Learnings fiir eine Implementation in das Reinforcement Learning verwendet werden kann.
Aufgrund der groBen Menge an Iterationen wichst die Datenmenge (X;, Y;)i=1,.. k jedoch
schnell und entsprechend auch die Dauer der Parameterschétzung.

In der Praxis bevorzugt man daher Methoden, welche fiir ein (sinnvolles) Lernen des
Parameters %D nur das aktuell beobachtete Trainingsdatum (X, Y;) benotigen. Oft
wird dies mit der Verwendung der multivariaten quadratischen Verlustfunktion L(y, s) :=
>oa caOa — s4)% kombiniert. Die Durchfiihrung einer Gradientenmethode zur Aktualisie-
rung von 0 *+D aus ® Jautet dann

.....

U = 0 — oy B (L (fpo0 (X0), Yo) + 1 J(6W)),

wobei J () ein differenzierbarer Regularisierungsterm passend zum jeweiligen Modell und
A ein Tuningparameter ist.

Der Ubersicht halber lassen wir im Folgenden die in Algorithmus 8.21 eingefiihrten Verbes-
serungen weg und erweitern nur den Grundalgorithmus 8.16. Dies fiihrt zu folgender naiver
Methode:

Algorithmus 8.32 (Q-Learning mit allgemeiner Supervised-Learning-Methode) Sei
ar € (0, 1), k € Ny (learning rate).

Sei fyo € F beliebig.

Wiederhole firk =0, 1, 2, 3, ...:

(1) Wihle gleichverteilt und zufillig Zustand s € S.

(2) Berechne a := arg maxgeca(fpw (5))q.

(3) Starte einen Markov-Entscheidungsprozess mit So = s, A9 = a und erhalte s’ = §j.
(4) Gradientenmethode (mit Regularisierer J)
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00D =0® —ay -0 {[RGs.a.8) +y - max(fyo (D =y )] +2- 70D,
a
(8.20)

Sei K e N. Definiere
7+ K5 (5) := arg max(fy) (5))a.
acA
Es st zu beachten, dass in Gl. (8.20) nun eine doppelte Approximation der urspriinglichen
Iteration GI. (8.11) stattfindet:

(A1) GI.(8.19) liefert eine Approximation des nichsten Iterationsschritts. Das bedeutet,
bereits das zum Anpassen verwendete Y ist nur eine Approximation. Daher muss
bei der Verwendung von Experience Replay auch darauf geachtet werden, die alten
Ubergiinge aus der Menge M regelmiBig zu entfernen, d.h., M darf nicht zu groB
gewihlt werden (vgl. Algorithmus 8.21).

(A2) Durch Gl. (8.20) geht man nicht ,,direkt auf Y; zu, sondern nihert sich diesem entlang
des vorgegebenen Funktionsraums J mit einer Gradientenmethode.

Das erhaltene fj«-+1) ist also nur eine Approximation der néchsten Funktion Q(k‘H), welche
zusitzlich noch mit einem nur approximierten Y erhalten wurde.

Aufgrund der doppelten Approximation ist 8.20 sehr instabil und konvergiert entweder
gar nicht oder nur sehr langsam gegen das wahre Q*. Diese Instabilitit wird in der Praxis
verringert, indem Experience Replay mit einer moderat grolen batch size verwendet wird
(vgl. Algorithmus 8.21). Zusitzlich hilt man den Parameter ) zumindest fiir die Erzeu-
gung der Beobachtungen Yj einige Zeit fest. Dadurch wird der durch (A2) bedingte Fehler
verringert.

Algorithmus 8.33 (Q-Learning mit allgemeiner Supervised-Learning-Methode 2) Sei
ar € (0, 1), k € Ny (learning rate), C € N beliebig.

Sei fz0) € F beliebig.

Wiederhole firm =0, 1, 2, 3, ...:

(0) Sei §@ =4,
Wiederhole fiirk =0,1,...,C — 1:

(1) Wihle gleichverteilt und zufillig Zustand s € S.

(2) Berechne a := arg maxgea(fpw (8))q-

(3) Starte einen Markov-Entscheidungsprozess mit Sy = s, A9 = a und erhalte s’ = Sj.
(4) Gradientenmethode (mit Regularisierer J)

/ 2
gt =g® —ak~8a{[R<s, a,s)+y - max(fgon (s = fow ()] +A-J(e<k>>}.
8.21)
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Setze 0™ = 9(©),

Sei M € N. Definiere

A MSv1aP (5) = arg max (fon (5))a-
acA
Obiger Algorithmus muss nun noch wie in Algorithmus 8.21 modifiziert werden (insbe-
sondere muss Experience Replay eingefiigt werden). In der Praxis verwendet man fiir die
Funktionenklasse F hiufig neuronale Netzwerke, 7 = F (L, p). In diesem Fall nennt man
das obige Verfahren auch Deep Q-Learning. Die Gradientenmethode 8.21 wird dann wie in
Abschn.7.3.1 beschrieben ausgefiihrt.

Beispiel 8.34 (Fortfiihrung Beispiel 8.4) Wir wenden den Algorithmus 8.33 beim Tic-Tac-
Toe-Spiel aus Beispiel 8.4 an mit y = 0,9, C = 10 sowie einem Replay Buffer M = 100
und batch size B = 16. Die Schritte (1), (4) werden dabei entsprechend Algorithmus 8.21
modifiziert; Spieler 2 lassen wir hier wieder zufillig Folgezustinde s’ erzeugen.

Als approximierende Funktionenklasse wihlen wir ein neuronales Netzwerk F =
F(L,p)mit L =2, p = (9, 18, 18, 9) mit Bestrafungsparameter A = 0,001. Wihrend
der Durchfiihrung des Algorithmus speichern wir nur jeden fiinften Ubergang (s, a, s') im
Replay Buffer ab, und zusitzlich jeden Ubergang mit R(s, a, s’) # 0 (vgl. Bemerkung unter
Algorithmus 8.21).

Die Konvergenz der zum neuronalen Netzwerk assoziierten Funktion oM = Souw wird
wie zuvor auf Basis von Gl. (8.21) alle N = 1000 Iterationen gemessen. In Abb. 8.8 sind die
absoluten Schrittweiten Dy sowie der inverse Validierungsfehler logarithmisch aufgetragen.
Wir wihlen dabei die learning rate und exploration rate wie folgt:

0,001, k <85-10°, 1, k<285-10%,
ar = 10,0001, 85-10° <k <188-10°, & =10,1, 85-10° <k < 188103,
0,00001, 188-10° <k 0, 183-10° <k

Die Umbriiche k = 85 - 103 und k = 188 - 103 sind in Abb.8.8 als senkrechte Linien
eingetragen. Die schrittweise Absenkung von ¢y dient dazu, den Konvergenzprozess iiber
die Zeit zu stabilisieren. §; wird abgesenkt, damit O* nach Erforschung vieler moglicher
Spiele vor allem an den Zustinden gelernt wird, die bei Verwendung der Strategie 7
auftreten.

Wie man sieht, ist nach ca. k ~ 250 - 103 Schritten die Funktion Q(k) eine sinnvolle
Approximation von 0*, es werden kaum noch Spiele gegen einen zufillig agierenden Gegner
verloren (inv. Validierungsfehler & 1). Das bedeutet, mit Hilfe der Approximation von o*
durch ein neuronales Netzwerk konnten wir eine dhnliche Qualitdt wie in Beispiel 8.24
erreichen, aber mit wesentlich weniger Parametern, d. h., mit wesentlich weniger bendtigtem
Speicherplatz.
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Absolute Schrittweite und Validierungsfehler

5
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Abb. 8.8 Absolute Schrittweiten Dy und inverser Validierungsfehler aufgetragen iiber der Anzahl
der Iterationen k von Schritt (4) des Algorithmus 8.33 beim Tic-Tac-Toe-Spiel
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die in der Modellannahme vorkommenden Groen durch den Algorithmus geschitzt werden
und beispielsweise Konvergenzraten anzugeben. Im Gegensatz zum Supervised Learning
(mit der Bewertung von Algorithmen durch das Risiko bzgl. 0-1-Verlust bzw. quadratischem
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jeweils auf das Verfahren angepasst formuliert werden.
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Beispiel wie folgt:

(P1) Reduktion der Vielfalt der Trainingsdaten: Wihle aus oder bilde aus X;,i = 1,...,n
geeignete Reprisentanten iy, ..., mg € X, welche einen GroBteil der Daten mog-
lichst gut beschreiben. Formal ist dies verbunden mit der Modellannahme, dass die
Verteilung von X um gewisse Punkte m7, ..., my € X konzentriert ist. Wir ler-
nen dies anhand des k-means-Clustern und des Clusterns mit Mischungsverteilungen
kennen. }

(P2) Reduktion der Dimension: Finde geeignete Entsprechungen X; € R4, i = 1,...,n
der Trainingsdaten X;, i = 1, .., n in einem niedrigdimensionaleren Raum (J < d),
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welche die Lage und Absténde der X; untereinander moglichst gut nachbilden. Dies
entspricht der Modellannahme, dass die Verteilung PX! im Wesentlichen um eine
k-dimensionale Mannigfaltigkeit

M={xeR?: hx)=0}

konzentriert ist (vgl. Spektrales Clustern oder Hauptkomponentenanalyse). Neben
Anwendungen im Supervised Learning kann diese Methode auch als Vorbereitung fiir
Methoden vom Typ (1) gesehen werden (fiir Details vgl. Kap. 10).

Die Annahmen (P1) und (P2) sind in der obigen Form noch zu allgemein formuliert und erlau-
ben insbesondere in hohen Dimensionen noch nicht die Formulierung gut generalisierender
Komprimierungsalgorithmen. Je nach Anforderung miissen konkretere Modellannahmen
gestellt werden. In (P1) muss so prézisiert werden, was unter ,,Reprisentanten” verstanden
wird (z. B. rdumliche Nihe); in (P2) muss ein konkretes (parametrisches) Modell fiir M bzw.
die Funktion % und die mit M verbundene Dimensionsreduktion gefordert werden.

In Praxisanwendungen und fiir ein tieferes Verstindnis ist es wichtig, dass Verfahren die
folgende Eigenschaft erfiillen:

Ein neues Trainingsdatum X € R muss auf dieselbe Weise

wie fiir X1, ..., X, geschehen komprimiert werden konnen. 9.1)

Das heif3t, in (P1) muss X einem der ermittelten Reprisentanten zugeordnet werden kénnen;
in (2) muss eine dimensionsreduzierte Variante X in derselben Weise wie fiir X . €
geschehen ermittelt werden konnen.

In diesem Kapitel behandeln wir zunéchst Ansitze vom Typ (P1), in Kap. 10 betrach-
ten wir Ansidtze vom Typ (P2). Eine einfache Anwendung von (P1) in der Praxis ist die
Komprimierung von Bilddaten (die Idee dieser Darstellung ist entnommen aus [17]).

Beispiel 9.1 Ein Graustufenbild bestehend aus 4b Pixeln (= € N Hohe, b € N Breite)
kann als Matrix B = (B, j)m,; € [0, 1]hXb aufgefasst werden. Durch

Xmbtj = B js Bus1,js B jats Bugrje0)” €0, 1Y, m=1,....h—1,
j=1,....,b—1,
erhilt man ,,Beobachtungen” X;,i = 1,...,nmitn = (h — 1) - (b — 1), die jeweils der

Zusammenfassung der vier Pixel an den Positionen (m, j), (m + 1, j), (m, j + 1), (m +
1, j+1) entsprechen. Wir gehen davon aus, dass alle Komponenten von X; in etwa dieselben
Werte erhalten (*). Mittels K-means Clustering (dies wird in Abschn.9.1 erklart) konnen
beispielsweise K = 6 Werte m7, ..., m’;( e [0, l]4 ermittelt werden, welche jeweils einen
der Werte X; moglichst gut repriasentieren bzw. approximieren. Ersetzen wir nun jeweils
X; durch den reprisentierenden Wert X ;= mz (k € {1,..., K}), so kann ein neues Bild
B'= (B, )€ R=D-®=1 erhalten werden durch
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Abb. 9.1 Beispiel fiir die Komprimierung eines Bildes mit Hilfe des Verfahrens aus Beispiel 9.1. a
Das urspriingliche Graustufenbild, b Eine komprimierte Version mit nur noch K = 6 verschiedenen
Graustufenwerten

B, =Xmpij1, m=1,... h—1, j=1....b—1
Hierbei wihlen wir jeweils nur die erste Komponente von X; wegen (*). In Abb.9.1 ist
ein Beispiel fiir dieses Verfahren zu sehen. Das zunéchst detaillierte Graustufenbild a) wird
dadurch komprimiert zu einem Bild b), welches nur noch aus K = 6 verschiedenen Grau-
stufenwerten besteht, weiterhin wesentliche Strukturelemente enthilt, aber wesentlich effi-
zienter und mit weniger Platz abgespeichert werden kann.

9.1 k-means Clustering

In diesem Abschnitt starten wir zunichst nicht mit einer konkreten Modellannahme an die
Verteilung von X, sondern leiten einen Algorithmus nur auf Basis des in (P1) formulierten
Ansatzes her. Als Ergebnis erhalten wir den k-means-Clustering-Algorithmus 9.10. Die
zugehorige Modellannahme wird in Definition 9.15 herausgearbeitet.

9.1.1 Messung des Abstands

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur den Fall X; € R4, d.h. wir verlangen, dass die
eingegebenen Daten quantitativ messbar sind (wir geben gleich noch eine Motivation, wie
ansonsten vorzugehen ist). Zur Messung der ,,Verschiedenheit” zweier Datenpunkte X;, X ;
bendtigen wir eine Abstandsfunktion.
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Definition 9.2 (Abstandsfunktion)
Eine Abbildung D : RY x RY — R nennen wir Abstandsfunktion. ¢

Hiufig verwendete Abstandsfunktionen sind

e der euklidische Abstand: D(x, x') := Z?Zl(xj — x})z,
e der absolute Abstand: D(x, x') := Z?:l lx; — xﬂ’].|.

Je nach Skalierung und Bedeutung der Daten kann aber auch eine vollig andere Wahl von
D sinnvoll sein.

Sind die Daten nicht quantitativ messbar, so kann der im Folgenden eingefiihrte Algorith-
mus 9.10 trotzdem anwendbar sein. Liegt beispielsweise die J-te Komponente der Beob-
achtungen X; in einer nicht sinnvoll in R einbettbaren Menge M, so gibt es die folgenden
beiden Moglichkeiten:

e Erstelle eine sinnvolle Einbettung von M in RF mit k > 2. Ist beispielsweise M; =
{a, b, c}, so kann die Einbettung ¢ : M; — R> mit (a) = (1,0, 0), «(b) = (0, 1,0),
t(c) = (0, 0, 1) gewihlt werden. Ein Datenpunkt X; € R4 wird also vor der Bearbeitung
in einen Datenpunkt X; € R? umgewandelt, welcher in einem héherdimensionalen
Raum liegt. Die im Folgenden vorgestellte Theorie kann dann auf X i =1,...,n mit
geeigneter Abstandsfunktion D : RY x R — R~ angewandt werden.

e Existiert fiir zwei Elemente m, m’ € M eine sinnvolle Definition der ,Ungleichheit
dj(m,m’") € Rx¢und sind fiir die restlichen Komponenten sinnvolle Abstandsfunktionen
dj : R x R — R wihlbar (zum Beispiel d;(z, z) := (z — z)?), so kann

d
D(x,x") = Zdj(xj,x})
j=1
gewihlt und die im Folgenden vorgestellte Theorie auf X;,i = 1, ..., n mit Abstands-
funktion D angewandt werden.

Je nach gewihlter Abstandsfunktion dndern sich die Schritte in Bemerkung 9.9 und Algo-
rithmus 9.10 entsprechend.

9.1.2 Motivation k-means und Zuweisungsfunktionen

Gegeben eine natiirliche Zahl K € N (die Anzahl der Cluster) sollen die gegebenen Trai-
ningsdaten X;,i = 1, ..., n in K Mengen (sogenannte Cluster) eingeteilt werden, welche
jeweils moglichst ,,dhnliche X; beinhalten. Die Einteilung kann formalisiert werden mittels
einer Zuweisungsfunktion.
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Definition 9.3 (Zuweisungsfunktion)
Eine Abbildung C : {1,...,n} — {1, ..., K} heilit Zuweisungsfunktion. Die Menge aller
Zuweisungsfunktionen sei C. ¢

Damit moglichst ,,dhnliche” X; in den einzelnen Clustern liegen, muss in jedem Cluster
die Summe der Abstinde der Elemente untereinander minimiert werden. Damit ergibt sich
folgende Definition fiir eine optimale Zuweisungsfunktion.

Definition 9.4 (Optimale Zuweisungsfunktion)
Fiir eine Zuweisungsfunktion C € C nennen wir

K
W, (C) = % Z Z D(X;, X;7). 9.2)

k=1i,i":C(i)=C(i")=k

die Ungleichheit innerhalb der Cluster. CA',’: = C’,f(Xl, ..., X,) € C heiBt optimale Zuwei-
sungsfunktion, falls
Cy i€ arg min W, (C). 9.3)
ceC

¢

Die direkte Ermittlung von C * mittels Gl. (9.3) heiit kombinatorisches Clustering. Dieses
Optimierungsproblem ist fiir groe n und K nicht effizient berechenbar, da die Menge C der
Zuweisungsfunktionen zu grof ist. Wir suchen deswegen im Folgenden nach zu GI. (9.3)
alternativen Darstellungen von C , welche eine sinnvolle Approximation von C * erlauben.

Wir bemerken hier noch eine dquivalente Formulierung des Optimierungsproblems, um
etwas mehr Einsicht in die Definition von W,,(-) zu gewinnen.

Lemma 9.5 Fiir C € C gilt
W,(C) =T, — B,(0),

wobei

T, :

1 n
5 2 DX, Xi),

i,i'=1

K
%Z Yo ) DX X

k=1i:C(i)=k i":C(i")#k

B, (C) :

T, hiangt nicht von C ab und wird auch als gesamte Ungleichheit bezeichnet, B, (C) heilit
die Ungleichheit zwischen den Clustern.

Beweis Esgilt T, = 3 30 Y e (Xincinar DX Xid+ Y0 D(Xis Xin).
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Bemerkung Aquivalent zu GI. (9.3) ist daher das Maximierungsproblem

C':f :€ arg max B, (C). 9.4)
CeC
Es ist also egal, ob wir die Ungleichheit zwischen den einzelnen Clustern maximieren oder
die Ungleichheit innerhalb der Cluster minimieren. Aufgrund der komplizierten Struktur
von B, (C) werden wir jedoch weiterhin GI. (9.3) anstelle von GI. (9.4) betrachten.
In Hinsicht auf GI.(9.1) und aus statistischer Sicht ist selbst die Kenntnis der Funktion
CA‘;‘ nicht zufriedenstellend, denn:

. é‘:[ gibt nur eine Zuordnung der bisherigen Trainingsdaten zu den K Clustern an, erlaubt
es aber nicht direkt, weitere Beobachtungen X einem der Cluster zuzuordnen.

e Fiir immer mehr Trainingsdaten n — oo konvergiert CA’;f nicht gegen einen festen Aus-
druck, sondern die Abbildung C* erhilt immer mehr Argumente. Mit C* lisst sich also
nicht unmittelbar asymptotische Theorie betreiben.

Beide Probleme 16sen wir auf, indem wir das Optimierungsproblem GI. (9.3) umformulieren.
Wir wollen erreichen, dass die Losung nicht ldnger eine optimale Zuweisungsfunktion CA’;:
ist, sondern eine andere Grof3e, fiir welche wir eine Modellannahme formulieren kénnen
und die fiir wachsendes n dieselbe Struktur behilt. Um dies moglichst einfach zu erreichen,
betrachten wir ab jetzt den Spezialfall D(x, y) = ||x — y||%.

Lemma 9.6 (Ungleichheit innerhalb der Cluster fiir D(x, y) = ||x —y II%) Ist D(x,y) =
lx — y||%, so gilt mit

. . 1
n(C):=#{i e {l,...,n}: C@) =k}, my(C) ::m Z Xi
i:C(i)=k

die Darstellung

K
Wa(C) =) m(C)- Y 1Xi —mp(O)]3. ©.5)
k=1

i:C(i)=k

Beweis Es gilt D(X;, X)) = [ X; — Xill5 = 1X; — me(O)ll3 — 2(X; — mp(C), Xir —
mr(C)) + | X; — mk(C)||%. Einsetzen in Gl. (9.2) liefert

Wa(©) =2m(©) 1K —me@B+] Y i —meen]

i:C(i)=k i:C(i)=k

Wegen Zi:C(i):k(Xi — my(C)) = 0 folgt die Behauptung.
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Interpretation von Lemma 9.6 Jede Zuweisungsfunktion C € C erzeugt K Cluster mit
Mittelpunkten my(C), k = 1,..., K. Zum Cluster k € {1, ..., K} gehoren diejenigen X;,
welche zu my (C) den geringsten Abstand haben. Diese Darstellung erlaubt nun auch eine
sinnvolle Zuweisung neuer Beobachtungen X: Diese werden dem Cluster k € {1, ..., K}
zugeordnet, bei welchem der Abstand D (X, my (é;:)) = || Xo — myg (é;f)”% am geringsten
ist.

9.1.3 Iterationsverfahren

Mathematische Vereinfachung: Im Folgenden lassen wir die Gewichtung der einzelnen
Cluster mittels n (C) in 9.5 weg, d. h. wir setzen

K n
Wa(C) =" Y IIXi —mi(O)]5 = Y IIXi —me@ (O3 (9.6)
i=1

k=1i:C(i)=k

und wollen Minimierer von W,, (C) finden. Die Gewichtung ny(C) forcierte, dass die Ele-
mente grofer Cluster (d. h. mit vielen Elementen) im Durchschnitt kleinere Absténde unter-
einander besitzen als bei kleinen Clustern. An dem folgenden Beispiel wird die Verdnderung
deutlich:

Beispiel 9.7 Wir betrachten n — 2 = 50 auf [—0,1, 0,1] unabhingig gleichverteilte Werte
X;eR,i=1,...,nund Xs51 := —1, X5 := 1. In Abb.9.2 sind die folgenden beiden
Zuweisungsfunktionen grafisch dargestellt:

, 1, iefl,...,50}, , 1, X; <0,
Ciiy=1_"" .Gy =
2, iel51,52), 2, X;>0

Anschaulich ordnet C; die beiden extremen Beobachtungen einem Cluster zu und die rest-
lichen dem anderen Cluster; C; teilt die Beobachtungen in der Mitte auf die beiden Cluster

auf. Hier gilt W, (C1) ~ 11,2 < 46,4 ~ W, (C3) und W, (C1) ~ 2,15 > 1,78 ~ W, (C»).
W, bevorzugt eine ,,Auslagerung der extremen Beobachtungen Xs;, X5> in einen Cluster,

Abb.9.2 Grafische Darstellung Beobachtungen
Darstellung der
i 1 Aufteil 1
Zuweisungsfunktionen C1, C3 s}
aus Beispiel 9.7 durch die
Farben Grau und Schwarz Aufteilung 2
CEEED (o}
T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Beobachtungen
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da beispielsweise die Hinzunahme von X5; zu einem Cluster mit vielen Elementen mit dem
Faktor n;(C) bestraft wird. Bei Wn erfolgt solch eine Multiplikation nicht mehr, weswe-
gen hier eine Zuordnung von Xs; und Xs; zu verschiedenen Clustern moglich ist und zur
Reduktion des Wertes von W, (C) bevorzugt wird.

Die anschauliche Bedeutung der my (C) wird durch den Ubergang von W, (C) zu Wn(C)
nicht verdndert. Die Betrachtung von Wn(C) anstelle von W, (C) erfolgt nicht aus Griin-
den der Anschauung, sondern weil W, (C) eine einfachere niherungsweise Minimie-
rung mit stabilen Verfahren erlaubt. Dazu verallgemeinert man das auf 9.6 basierende
Optimierungsproblem zunichst, um auf bereits bekannte Techniken fiir eine approxima-
tive Losung zuriickgreifen zu konnen.

Lemma 9.8 (Verallgemeinertes k-means Optimierungsproblem) Sei
K
WyiCxRYx . xRY > Rog,  WalComyo.ooomg) =Y Y [|X; — mll3.
k=1i:C(i)=k
Dann gilt: C’,’; :€ arg ming.o W, (C) genau dann, wenn

(CHom%, ... m%) e argmin W,(C,my, ..., mg) 9.7)
CeC,m1 ..... mKERd

Die Losung c ' heilt optimale k-means-Clusterzuweisung, die ;. heiBen optimale k-means-

Clusterzentren.

Beweis Wir ermitteln zunzchst das Minimum von (my, ..., mg) > Wn(C , My, ..., Mg)
fiir festes C € C. Da K, C fixiert sind, verindert sich auch ny = nx(C) (k = 1,..., K)
nicht bei Variation von m1, ..., mg. Es gilt daher

arg min Wn(C,ml,...,mK)z(argmin Z ||X,-—mk||%>

(ml 77777 mK) mi lC(l):k k=1,...K

Sind x;, i € 1A gegeben, so lautet der Minimierer von z — Y ;4 llxi — z||% iber z € R
gerade z = 51 > ;4 X;. Daher ist

(argmin Z ||Xi_mk||%> = (mi(©)),_y -

ME G C()=k k=1,...K
Damit gilt

min Wa(C,mi, ..., mg)=min W,(C,m(C), ..., mg(C)) = min W, (C).
ceC,my,...,mgeRd ceC ceC
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Lemma 9.8 sagt aus, dass das neue Minimierungsproblem GI.(9.7) zwar von mehr Para-
metern abhéngt, der optimale Wert fiir C € C aber mit demjenigen des urspriinglichen
Optimierungsproblems C ¥ e argming o W, (C) iibereinstimmt. In der folgenden Bemer-
kung betrachten wir die Struktur von Gl. (9.7) genauer.

Bemerkung 9.9 Die simultane Losung von GL.(9.7) in C € C, my,...,mg € RY ist
schwierig. Allerdings existiert eine Zerlegung in zwei Teilprobleme, die leicht zu 16sen
sind:

a) Sind myq, ..., mg fest, so ist ein Minimierer von C +> W,,(C, mi,...,mg) gegeben
durch:
C(i) := argmin || X; — mll3,
ke(l,...K}
d.h. weise jedes X; dem Cluster k zu, bei welchem der Abstand zum Clusterzentrum m
am geringsten ist.
(Beweis: Folgt direkt aus der Darstellung Wa(C,my,...,mg) = Yo IXi—mcq) ||%.)
b) Ist C € C fest, so sind my = my(C) (k = 1, ..., K) Minimierer von (my, ..., mg)
Wn(C, mi,...,mg) (vgl. Beweis zu Lemma 9.8).

Fiir Probleme solcher Struktur existiert eine Standardmethode zur Ermittlung eines lokalen
Minimums: Dieses erhélt man, indem die Schritte (a),(b) wiederholt hintereinander ausge-
fiihrt werden. Damit erhalten wir folgendes Verfahren:

Algorithmus 9.10 (k-means-Iterationsverfahren) Seien r?z,((()) eRY(k=1,...,K)und
COYeCundT e N.
Firt =1,2,..., T (oder bis Konvergenz erreicht ist) wiederhole:
N . A 3y o . o =D2
a) Firi =1,...,n,bestimme C*V (i) := argmingcy gy 1 Xi —my 7[5,
. . A (t A 1
b) Firk=1,..., K, bestimme mk) =m(CV) = R Y Zi:@(o(”:k Xi.
CA’,{( kmeans . &(T) heift dann lokal optimale k-means-Clusterzuweisung, n%]f’kmwm =

ﬁz,(cT) lokal optimale k-means-Clusterzentren.
Jedes neu beobachtete x € R? wird dem Cluster

~ ) N 3 - 2
e kmeans () e arg min ||m S Fmens — x| ©5)
kefl,....K}

zugeordnet.
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Die Zuordnung Gl. (9.8) zerlegt den Raum R? anschaulich in konvexe Polygone

P= {x e RY: [afkmeans _ vy = min |ppKokmeans _ x||2}, k=1,.... K.
jefl,..k}y
die sogenannten Voronoi-Zellen; jeder Cluster k € {1, ..., K} entspricht dann einem sol-

chen Polygon, vgl. Abb.9.3f oder Abb.9.4.

Satz 9.11 In der Situation von Algorithmus 9.10 gilt:
Wa(CO .Y L Wa(@®) (1 — 00),
wobei z* ein lokales Minimum von Wn ist.

Beweis In Bemerkung 9.9 haben wir gesehen, dass

e L0 ® A e (-
Wa (€O w0, o) = Wa €O {0 )

@ o« A a(f— N (f—
< WGV a )y,

dh t — Wn(é(’),n%ir),...,n%%)) ist monoton fallend. Wegen Wa(..) > 0 folgt
die Konvergenz mit dem Satz von Bolzano-Weierstral. Fir R > 0 gro} genug gilt
miy,...,my,X1,..., X, € [-R, R1¢. Sei Z := C x ([—R, R1*)X. Ausgestattet mit der
Metrik D : Z x Z — Rog, DU(C,my,...,mk), (C',m),...,m)) = S |CG) —
c'()| + Zle D (my, m;{) ist Z folgenkompakt. Daher gibt es eine Teilfolge von z; :=
(CO, n%it), e, n%(lé)) € Z mit Grenzwert z* € Z. Stetigkeit von W () impliziert W* =
W, (z*). z* ist ein lokales Minimum, sonst entsteht ein Widerspruch zur Optimalitiit in Schritt

(a), (b).

Bemerkung 9.12

e Der Vorteil des k-means-Iterationsverfahrens aus Algorithmus 9.10 ist dessen schnelle
Berechenbarkeit und dessen stabile Konvergenz, allerdings wird nur ein lokales Minimum
von Wn ermittelt, das evtl. stark von den gewihlten Startwerten m,({o), k=1,....K
abhingt.

e In der Praxis versucht man ein globales Minimum zu finden, indem der Algorithmus
9.10 mehrmals mit verschiedenen (zufillig oder heuristisch bestimmten) Startwerten

~ (0 .. . . . .. A i ~K i
m,E D k=1,....K ausgefiihrt wird und anschlieBend die Losungen m,f’”er, CKiter
mit den kleinsten W, (CX-1¢" n%f’”er, e n%?”er) zuriickgegeben werden.

e Verallgemeinerung: Auch wenn die Herleitung von W,, auf Basis von D(x, y) = ||x —
y||% durchgefiihrt wurde, kann der Algorithmus fiir beliebige Abstandsfunktionen D
durchgefiihrt werden mittels
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x2

x2

x2

k-means Zuordnung mit K= 3, Schritt 1 Teil (a)

o +  Clusterzentren m_k
— Voronoi-Zellwénde

k-means Zuordnung mit K= 3, Schritt 1 Teil (b)

x1

o +  Clusterzentren m_k
— Voronoi-Zellwénde

o +  Clusterzentren m_k
— Voronoi-Zellwénde

x1

x1

o +  Clusterzentren m_k
— Voronoi-Zellwénde

o +  Clusterzentren m_k
— Voronoi-Zellwénde

x1

o +  Clusterzentren m_k
— Voronoi-Zellwénde

Abb. 9.3 k-means Clustering Algorithmus 9.10. a—f Darstellung der ersten drei Iterationsschritte
mit K = 3 angewandt auf die Trainingsdaten von Beispiel 9.13 und der zugehérigen Voronoi-Zellen



300 9 Unsupervised Learning: Bestimmung von Reprasentanten

a Trainingsdaten b k-means Zuordnung mit K= 2, Schritt 4 Teil (b)

+  Clusterzentren m_k
Voronoi-Zellwénde

x2
x2

1 1 2 3 4 5 -1 0 1 2 3 4 5
x1 x1
[ k-means Zuordnung mit K= 3, Schritt 6 Teil (b) d k-means Zuordnung mit K= 4, Schritt 15 Teil (b)
. o +  Clusterzentren m_k . o +  Clusterzentren m_k
o o %o 8o 99 — Voronoi-Zellwande o o %o 8o 90 — Voronoi-Zellwande

x2

Abb.9.4 k-means Clustering Algorithmus 9.10. a Darstellung der Trainingsdaten. b, ¢, d Darstellung
des jeweils finalen Iterationsschritts des Algorithmus 9.10 angewandt mit K € {2, 3, 4} sowie der
zugehorigen Voronoi-Zellen

K
Wa(Comy,...omg) =" > D(X;,my).

k=1i:C(i)=k

Die Schritte (a),(b) in Bemerkung 9.9 und Definition 9.10 dndern sich dann entspre-
chend zu

C(i) := argmin D(X;,my),  riix = arg min Z D(X;, m).
ke{l,...,K} i:C(>i)=k

Eine Abstandsfunktion D verschieden von der quadrierten euklidischen Norm wird zum
Beispiel verwendet, wenn Robustheit der Clustering-Prozedur gegeniiber Ausreiflern
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erreicht werden soll; man wihlt dann D(x, x") = ||x — x'||; oder D(x, x’) = min{||x —
x’|l1, 1}. Im ersten Fall ist dann 772, ein mehrdimensionaler Median von {X; : C(i) = k}.

Zur Tllustration von Algorithmus 9.10 betrachten wir das nachstehende Beispiel.

Beispiel 9.13 Sei K* = 3. Es seien (X;, A;), i = 1,....niid mit P(4; = k) = £=,
k:l,...,K*und
X; € Rz, XilY; ~ N(u;i, ¥),

wobei ¥ = 0,342 und 1 = (0, HT, ur = (0, -7, U3 = 3,07, Wir generieren
insgesamt n = 600 Beobachtungen. In Abb. 9.3 sind die ersten drei Iterationsschritte des
Algorithmus 9.10 angewandt auf (X;);=1,.., mit K = 3 (dies entspricht der korrekten
Anzahl an Clustern) und zufilligen Startwerten fiir m, mo, m3 dargestellt. Hier sieht man,
dass eine schnelle Konvergenz gegen eine korrekte Einteilung der Daten in drei Cluster
erfolgt. In Abb. 9.4 sind die urspriinglichen Trainingsdaten (ungefirbt) und die Finalzustinde
des Algorithmus 9.10 fiir jeweils zufillig bestimmte Startzentren fiir K = 2, K = 3 und
K = 4 darstellt. Fir K = 2 und K = 4 wird der Algorithmus mit einer ,,falschen®
Anzahl an gewiinschten Clusterzentren ausgefiihrt, konvergiert aber dennoch gegen eine
Clusterzuweisung. Diese Clusterzuweisung hingt aber viel stirker von den Startzentren ab
als bei einer korrekten Spezifikation mit K = 3, vgl. Abb.9.5.

a k-means Zuordnung mit K = 4, Schritt 10 Teil (b) b k-means Zuordnung mit K = 4, Schritt 18 Teil (b)

o o +  Clusterzentren m_k +  Clusterzentren m_k
o ap 8o 00 — Voronoi-Zellwande o Voronoi-Zellwande

Abb. 9.5 k-means Clustering Algorithmus 9.10. a, b Darstellung des finalen Iterationsschritts des
Algorithmus 9.10 angewandt mit K = 4 mit zwei verschiedenen, zufillig bestimmten Startzentren
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9.1.4 Theoretische Resultate

In diesem Abschnitt wollen wir die Modellannahme und Konvergenzaussagen fiir die Clus-
terzentren n%z, k=1,..., K aus Lemma 9.8 formulieren. Aus Lemma 9.9(a) konnen wir
folgende alternative Darstellung des Optimierungsproblems herleiten:

Lemma 9.14 (Verallgemeinertes k-means Optimierungsproblem 2) Sei

n

W, :RYx ... xR - Rsg,  Wylmy,...,mg) = min | X; —mil3. (9.9)
= — fe(l,..., K}
Dann gilt (1], ..., M) € aAgMing,, . )e®d)k Wy (my, ..., mg) genau dann, wenn
(CA‘;',‘,rhT,...,n%’;() e arg min W, (C,my, ..., mg).

(C,my,....mg)eCx(RI)K

Beweis Seimy, ..., mg fest. Laut Bemerkung 9.9(a) minimiert

C(i) = arg min || X; —mk||%
ke{l,....K}

den Ausdruck C +— Wn(C, mi,...,mg). In diesem Fall gilt

I
M=

n
Wa(C.mi, ... mg) 1X; = megy 3=, _min 1X; = mil3
i=1 o

i=1

= W,(mq,...,mg).

Diese dritte Formulierung GI.(9.9) des urspriinglichen Optimierungsproblems CA’;f € arg
mingee W, (C) hat aus statistischer Sicht den Vorteil, dass die schlecht asymptotisch behan-
delbare Zuweisungsfunktion C € C vollstindig aus dem Optimierungsproblem entfernt ist.
Die Argumente my, ..., mg € R4 sind von fester Dimension. Unter geeigneten Annahmen
an die zugrunde liegende Verteilung PX kann man erwarten, dass es ,,wahre* Clusterzentren
miy,...,my € R¢ gibt, gegen die my, ..., m% fiir eine steigende Anzahl an Trainingsdaten
(d.h. n — 00) konvergieren.

Definition 9.15 (Modellannahme: k-means Clustering)

Es gelte IE[IIXII%] < oo und es gebe eindeutig bestimmte m7, ..., m} mit
E[ min || X — m} 2] - inf E[ min | X —m 2].
(i I el o e L l kll2
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Die Modellannahme trifft fiir sehr viele Verteilungsmodelle von X zu. Dies bedeutet jedoch
nicht automatisch, dass k-means-Clustering in jedem Fall gute Ergebnisse liefert. Der Grund
ist, dass nur eine Aussage iiber die ,,wahren* Clusterzentren mz, k=1,..., K, getroffen
wird, nicht jedoch iiber die darauf basierende Zuweisung aus Gl. (9.8). Details geben wir in
Bemerkung 9.17. Fiir die Qualitit der Schitzung von iz gilt das folgende Resultat aus [22].

Satz 9.16 Unter der Modellannahme aus Definition 9.15 gilt fiir

(my,...,my) € arg min Wo(my, ..., mg)

(m,...mg)e®HK
nach geeigneter Vertauschung der 72} untereinander die Eigenschaft

A N—>00 *

Vk=1,...,K: m; — my P-f.s.

Das bedeutet, die optimalen Clusterzentren basierend auf den Trainingsdaten konvergieren
gegen die ,,wahren” optimalen Clusterzentren, falls immer mehr Trainingsdaten zur Ver-
fiigung stehen. Der besprochene Algorithmus 9.10 liefert mit rﬁf’kmwm jedoch nur eine

L ay
Approximation fiir 7.

Bemerkung 9.17 (Nachteile des k-means-Clustering)

(P1) Die Wahl der Clusteranzahl K in Algorithmus 9.10 ist oft nur heuristisch moglich, da
im Gegensatz zum Supervised Learning eine Kontrolle der Anpassungsqualitét mittels
Y; nicht moglich ist.

(P2) Die Modellannahme aus Definition 9.15 erwartet lediglich, dass sich die Verteilung
PX um eindeutig bestimmte m7, ..., my € R4 konzentriert. Wie genau und in wel-
cher Form sich die Verteilung um diese Punkte konzentriert, wird nicht spezifiziert
(und miisste durch eine zusitzliche, speziellere Modellannahme geklirt werden, wel-
che dann auch zur Erstellung des Algorithmus und der Zuweisung genutzt werden
muss). Die Aufteilung des Raumes durch Gl. (9.8) fiihrt notwendigerweise zu konve-
xen Clustern und kann sehr stark von der erwarteten Aufteilung (wie beispielsweise
sich tiberlappende Gruppen oder ineinanderliegende Kreise, vgl. Abb. 9.6) abweichen,
falls eine speziellere Struktur vorliegt. Das Problem ist dann, dass k-means-Clustering
das zusitzliche Wissen nicht gewinnbringend in die Schitzung der Cluster bzw. Clus-
terzuweisungen einbringt. Insbesondere fiir hochdimensionale Daten kann dies pro-
blematisch sein.

Die optimale Zuweisungsfunktion basierend auf dem urspriinglichen Ansatz
GI. (9.3) wiirde nicht nur konvexe Cluster liefern. Dass k-means-Clustering nur noch
konvexe Cluster liefert, liegt an der mathematischen Vereinfachung von W, (-) zu
W, () in GI.(9.6), vgl. auch Beispiel 9.7.
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a k-means Zuordnung mit K= 3, Schritt 15 Teil (b) b k-means Zuordnung mit K= 2, Schritt 17 Teil (b)
o +  Clusterzentren m_k ° o) o| * Clusterzentren m k
“q — Voronoi-Zellwénde -7 Voronoi-Zellwande
°
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Abb.9.6 k-means Clustering Algorithmus 9.10: Darstellung des finalen Iterationsschritts des Algo-
rithmus 9.10 angewandt mit K = 3 bzw. K = 2 bei Trainingsdaten kommend von nicht-konvexen
Clustern. a drei gemischte Normalverteilungen, vgl. Beispiel 9.27. Die gestrichelte Linie gibt jeweils
eine Hohenlinie der drei zugrunde liegenden Normalverteilungen an und driickt damit die ,.erwar-
teten Clusterzuweisungen aus. b Ineinanderliegende Kreise, vgl. Beispiel 10.23 mit M* = 2 und
n = 400 Trainingsdaten. Erwartet wird eine Aufteilung in zwei Cluster; den inneren und den duf3eren
Kreis

Wir konzentrieren uns im Folgenden auf (P2). In Abschn.9.2 betrachten wir einen
Losungsansatz, welcher konkretere strukturelle Annahmen an die zugrunde liegende Vertei-
lung PX trifft und dadurch eine Schitzung von auf die Modellannahme angepassten Clustern
erlaubt, die nicht notwendig konvex sind.

9.2  Clustering mit Mischungsverteilungen

Ansatz Wir geben eine parametrische Klasse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir PX
vor und ermitteln die passenden Parameter anhand der vorgegebenen Trainingsdaten. Im
Gegensatz zu k-means-Clustering konnen sich hier die geschitzten Cluster auch iiberlappen
und je nach gewihlter Wahrscheinlichkeitsverteilung auch eine nichtkonvexe Form besitzen.
In diesem Abschnitt verwenden wir aus Ubersichtsgriinden eine etwas laxe Bezeichnung fiir
Dichten von Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Eine Wahrscheinlichkeitsdichte wird grund-
sitzlich durch f(-) gekennzeichnet. Schreiben wir f,(z), so meinen wir damit die Wahr-
scheinlichkeitsdichte einer Zufallsvariable Z, welche eventuell von Parametern p abhéngt.
Das Argument von f gibt also Auskunft dariiber, um die Dichte welcher Zufallsvariable es
sich handelt, und die Subskripte driicken Parameterabhéngigkeiten aus.
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Modellannahme 9.18 (Parametrische Mischungsverteilungen) PX sei stetig bzgl. des
Lebesgue-MaBes auf R mit Dichte f(x). Es gebe

e cine Familie von Dichten {p(x, 0) : 6 € ®} bzgl. des Lebesgue-Malles auf R4, wobei
® C R ein geeigneter Parameterraum sei,

e einen ausgezeichneten Parameter 0* = (05, ...,0%) € oK,

e Wahrscheinlichkeiten 7* = (nf,...,75) € Ag = {(m,...,7x) € [0, 1k
Ymr e = 1),

so dass

K
VxR f(0) = forae(0) =) Al plx, 6).
k=1

Interpretation der Modellannahme: Wir vermuten, dass die Trainingsdaten X;, i =
1,...,n,aus K verschiedenen Verteilungen stammen. Das i-te Trainingdatum X; entsteht
durch eine Zwei-Schritt-Prozedur:

1. Mit Wahrscheinlichkeit n,j wird die Nummer k € {1, ..., K} der Verteilung ausgewihlt,
d.h. der Cluster, aus welchem die Realisierung gezogen wird.
2. X; ist dann eine zufillige Realisierung der ausgewihlten Verteilung p(x, 6;).

Das prominenteste Beispiel ist der Fall, dass die Beobachtungen aus K verschiedenen Nor-
malverteilungen stammen. Formal entspricht diese Modellannahme derjenigen der Linearen
Diskriminanzanalyse aus Abschn. 4.1, jedoch mit unbeobachteten Klassen.

Beispiel 9.19 (Gemischte Normalverteilungen) In der Situation von Modell 9.18 wihlen
wir den Parameterraum

O={0=(Ww,X):nce RY, ¥ e RY*4 symmetrisch positiv definit}

und die Familie der Dichten {p(-, ) : 6 € ©} mit

_ - ! e e P
p(xve) —N()C, Mv 2:) L (27_[ det(E))d/z eXp( z(x H’) E (-x l"’)) .

Im Fall gemischter Normalverteilungen nimmt man an, dass jede einzelne zu bestimmende
Gruppe eine ellipsenformige Struktur hat, deren Ort durch i und deren Form durch ¥
bestimmt wird.

Ansatz zur Ermittlung von él*, e, é,’g: Die (unbekannten) Parameter werden aus den
Trainingsdaten X; mittels einer Maximum-Likelihood-Methode aus der Statistik bestimmt.
Dazu sei X, := (X1, ..., X,). X,, besitzt die Wahrscheinlichkeitsdichte
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forae @) =[] for a0

i=1

bzgl. des Lebesgue-Mafles. Mit den Abkiirzungen 6 := (0;,...,0k) € oK, o=
(w1, ..., Tg) € Ak nennen wir

n n K
L@, 7) :=log fyx(X,) =) _log fyn(Xi) =) _log (Z - p(Xi, ew)

i=1 i=1 k=1

die Likelihood-Funktion. Bei der Maximum-Likelihood-Methode suchen wir die Parameter
6 € ©K, (m1,..., k) € Ak, bei welchen die gemachten Beobachtungen X, am wahr-
scheinlichsten gewesen wiren. Mit der Interpretation von L(8, X,,) als Wahrscheinlichkeit
ergibt sich nachstehende Definition.

Definition 9.20
Der Maximierer
@7 e arg max L. )
©O1,... 0x)e®K (my,....mtx)eEAK
mit Q* =@, ..., él*(), ¥ = (7}, ..., %) heiBt Maximum-Likelihood-Schitzer im
Mischungsmodell. ¢

Im Gegensatz zur logistischen Regression (vgl. Abschn.5.2) ist die Funktion (8, 7) +—
L (8, ) nicht konkav. Zwar sind in einigen Modellen die Logarithmen der einzelnen Dichten
0 — log p(x, ) konkav, aber nicht die logarithmierten Linearkombinationen der Dichten,
aus welchen L zusammengesetzt ist. Es gibt daher keine Garantien fiir ein globales Maximum
von L. Zur Bestimmung von (Q*, 7%) kann ein Gradientenverfahren genutzt werden, iiber
dessen Konvergenz sind aber keine unmittelbaren Aussagen verfiigbar. In der Praxis konnen
solche Verfahren also beliebig instabil sein.

Im Folgenden versuchen wir daher nicht mehr, (Q*, 7*) zu ermitteln, sondern suchen
stattdessen nach ndherungsweisen Losungen, die gleichzeitig aber eine stabilere Berechnung
erlauben. Ahnlich wie beim iterativen Algorithmus fiir k-means Clustering zerlegen wir das
Optimierungsproblem in Teilprobleme.

Ansatz Fiir die theoretischen Berechnungen tduschen wir vor, dass mehr Informationen als
nur die Trainingsdaten X;,i = 1, ..., n vorliegen, und entferne diese am Ende der theoreti-
schen Berechnung wieder. Hier fiigen wir Beobachtungen hinzu, welche uns Informationen
dariiber geben, aus welcher Verteilung X; ausgewihlt wurde. Anschaulich entkoppeln wir
die Auswahl des Clusters k € {1, ..., K} und das Ziehen der Realisierung X; ~ p(-, 9;‘ )
und nehmen an, dass wir anstatt nur X; auch den ausgewihlten Cluster durch eine Zufalls-
variable Z; beobachten.
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Formal seien Z;,i = 1, ..., n Zufallsvariablen mit P(Z; = z) = T[Z*, ze{l,...,K}.
Die zugehérige Dichte von Z; bzgl. des ZidhlmaBes auf {1, ..., K} ist dann f3+(z) = 7.
Wir nehmen an, dass die X; gegeben Z; entstehen durch

Xi|Zi ~ p(-.65).

Sei Z, :=(Z1, ..., Zy). Dann gilt fiir die gemeinsame Dichte von (X, Z,):
n n
Jox(x,,2,) = Jfox(xiszi) =] | p(xi,0) -7z (9.10)
0, Xy <y 1_[ 0, \Ais i l_[ i» Yz Z

i=1 =1
! =fo(xilzi) fz (zi) '

Im Gegensatz zu L(8, ) ist hier eine wesentliche Vereinfachung der Struktur durch
Logarithmierung moglich:

Lemma 9.21 Es gilt fiir beliebiges § € OK, # € Ag:

Jo.x (X, §n)>

L@@zZ@gw&“%QuQM)
0,7 \en !0

Zn

= 0y (6. 1) (©.11)

mit Gleichheit genau dann, wenn 6 = 6, 7 = #.

Beweis Es ist
L@, ) =log fo,x(X,)
Jo.x (X, 2,)
=10g< Z fen(_n, ) 10g<2f9n( 1X,) 'm)

z, €,y

Da fe n( |X,,) stets eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, ergibt sich die Ungleichung (9.11)
nun aus der Jensen-Ungleichung.

Bemerkung Lemma 9.21 liefert eine untere Schranke QO b7 (6, ) fiir die zu maximierende
Funktion L (6, 7) aus Definition 9.20. Diese untere Schranke ist vollstdndig bekannt, falls
X, = (X1, ..., X,) bekannt ist. In vielen Fillen lésst sie sich gut berechnen und leichter
maximieren als L(6, i) selbst, da sie in den bekanntesten Modellen eine konkave Form
besitzt (vgl. Algorithmus 9.22 bzw. Beispiel 9.26).

Die untere Schranke wird nun genutzt, um iterativ ein (lokales) Maximum von L (0, 1)
Zu approximieren.

Definition 9.22 (EM-Algorithmus)
sei 0 € ©K, #© ¢ Ag beliebig.
Firt =0, 1, 2, ..., wiederhole bis zur Konvergenz:



308 9 Unsupervised Learning: Bestimmung von Reprasentanten

1. (E-Schritt) Berechne die Abbildung (6, ) — Q PO @, m)
2. (M-Schritt) Bestimme T

A+ A
@2y e argmax Q0 i (0, ).
o -

Sei T € N. Der EM-Schitzer von (8%, *) aus dem Modell 9.18 ist @7, #EMTy .—
@7, 2™,
Jedes neu beobachtete x € RY wird dem Cluster
kEEM (x) e arg max p(x, 677 9.12)
ke{l,...K}

zugewiesen, d. h. dem Cluster, bei welchem die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte den
groBten Wert hat. ¢

Das Vorgehen ist in Abb.9.7 fiir die ersten drei Schritte grafisch dargestellt. Jedes Paar
@".
rung fiir ein lokales Maximum von L(8, ) liefert. Dabei gilt stets Qé(o 20 (Q(t), T (’)) =

L(Q(t), #®), d.h. an der Stelle (é([), # @) stimmt die untere Schranke mit L iiberein.

T (')) erzeugt eine untere Schranke fiir L (6, ), deren Maximierung eine weitere Néhe-

Abb.9.7 Grafische Veranschaulichung des EM-Algorithmus 9.22 fiir die ersten drei Iterationsschritte
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Bemerkung 9.23 (Zum EM-Algorithmus)

e E“ steht fiir Erwartungswert (expectation): Die Berechnung der unteren Schranke Q ist
die Berechnung einer Summe, welche als Erwartungswert bzgl. Z, gegeben X, aufge-
fasst werden kann. ,,M* steht fiir Maximierung (maximization).

e Aufgrund der Gleichheitsaussage in Lemma 9.21 ist die untere Schranke in einer Umge-
bung von Q , r nahe an der tatsichlichen Funktion log fy  (X,,). Somit ist davon aus-
zugehen, dass ein Iterationsschritt +D 7+ in die , richtige Richtung® schiebt (vgl.
Abb.9.7).

Es gilt das folgende allgemeine Konvergenzresultat (vgl. [20, Section 6.4, Theorem 4.12]):

Satz9.24 Ist (0, #,6, ) — Q; + (0, ) stetig, so gilt

@M AEMTY 5 @°. 2% (T — o),

wobei (é ° 7°) ein lokales Maximum oder ein Sattelpunkt von L(8, 1) ist.

Beachte (9 MT 7 EM. T) 1st in diesem Sinne eine ,doppelte’ Approximation des wah-
ren Werts (0%, *) (9 R EM. T) approximiert ein lokales Maximum der Funktion
L(6, ), welche selbst nur eine Néiherung einer Funktion ist, die (8%, 7*) als globales
Maximum besitzt.

Die Berechnung der unteren Schranke im E-Schritt von Algorithmus 9.22 kann mittels
der folgenden Formel durchgefiihrt werden:

Lemma 9.25 Es gilt:

n

K
©.7) = Z > (tog p(X;. 0:) +logm; ) - f; 5 (2l Xi) — const.@, 7)
i=1z;=1

\cm
BN

und A
p(Xi, 0;)7,

YK p(Xi, 0.7,

Jo2@ilXi) =

Beweis Zunichst ist

05 0. 1) =) f3:(z,1X,) - 1og fo (X, 2,) — const.(d, #),

Zn

es genligt also, den ersten Teil zu berechnen. Es gilt
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féi(§n|xn) = 1_[ fé,i(zjlxj)

j=1

Zusammen mit Gl. (9.10) folgt:

Zfﬁ(y ) 108 fo 7 (X, 2,)

- Z]‘[fgn<z,|x ) Zlog (P07,

z, j=1
n K n K

=2 D tog (pXis0e) 7 ) S GilXD [T D foa@ix))
i=1z;=1 j=1Lj#izj=1

=1

n K
=33 (log p(Xi.6.) +log i) - f 5 (il X)

i=1z=1

Die Darstellung von fj . (z;|X;) folgt aus der Bayes-Regel fiir bedingte Wahrscheinlich-
keitsdichten. o

Fiir das Beispiel 9.19 der gemischten Normalverteilungen konnen die Iterationsschritte des
EM-Algorithmus explizit berechnet werden:

Beispiel 9.26 (Gemischte Normalverteilungen, Fortsetzung Beispiel 9.19) In der Nota-
tion von Satz 9.22 gilt mit den zusitzlichen eingefiihrten Hilfsvariablen w( ), welche

anschaulich die Einfliisse der einzelnen Trainingsdaten X; auf die Variablen ,u(l) E(t) der
k-ten Mischungsverteilung darstellen:

N(X;, i ®, 560y 70

ﬁ)(H-l) _
k,i - K R ~ N 5
YR NG, ph 0, S0y 0
1 n
A(141) A(t+1)
T - ;Z ki
i=1
n A @+1)
oy _ izt P X
ko n o AG+D)
iz Wy
~ +1 ~(t+1 (141
S0+ _ S (t V(X - ,(f )L (X; —M;(f )y
p =

noA(t+1)
> iz Wy



9.2 Clustering mit Mischungsverteilungen

311

EM-Algorithmus Schritt 1

o Mittelwerte mu_k
e & — Cluster-Einteilung
~ 4 o ° o ®cqg o

o 4
N
x
N 4
o
@ 4
T T T T T T
6 -4 -2 0 2 4 6
x1
EM-Algorithmus Schritt 6
©o | e Mitelwerte mu_k
° ° — Cluster-Einteilung
«~ 4
o 4
N
x
(\Il -
('I! -
T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6
x1
EM-Algorithmus Schritt 10
+  Mittelwerte mu_k
o & Cluster-Einteilung
~ 4
o
N
x
o 4
@ 4

x1

x2

x2

EM-Algorithmus Schritt 4

oo +  Mittelwerte mu_k
° & —— Cluster-Einteilung

o

x1

0o, | ¢ Mitelwerte mu_k
o & —— Cluster-Einteilung

x1

oo +  Mittelwerte mu_k
o g Cluster-Einteilung

x1

Abb. 9.8 EM-Algorithmus: Darstellung einiger Iterationsschritte mit K = 3 angewandt auf die
Trainingsdaten von Beispiel 9.27 und die zugehorige Aufteilung des Raums in Cluster mit drei

verschiedenen Farben
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Fiir kompliziertere Modelle fiir p(x, 6) muss die Funktion Q im E-Schritt (vgl. Definition
9.22) durch ein Monte-Carlo-Verfahren angenihert werden. Wir betrachten nun ein Beispiel
fiir den Spezialfall gemischter Normalverteilungen (vgl. 9.19).

Beispiel 9.27 (Gemischte Normalverteilungen mit konkreten Werten) Wir betrachten
K* = 3 gemischte Normalverteilungen mit

—1 1 0 0.10 5 2
* * _ * _ * _ gk * _
i= (o) (o) = (o) === (§1) == (o)

In Abb. 9.8 sind einige Iterationsschritte des EM-Algorithmus dargestellt sowie die Auftei-
lung des Raums R¢ in K Cluster gemiB GI.(9.12). Im Gegensatz zum k-means-Clustering
(vgl. Abb.9.6) werden die Cluster hier korrekt erkannt.

Bemerkung 9.28 (Nachteile des EM-Algorithmus)

e Der EM-Algorithmus basiert auf parametrischen Wahrscheinlichkeitsverteilungen, d. h.
man muss bereits eine grobe Vorstellung haben, wie die Form der Cluster bzw. die Ver-
teilung der Daten in den einzelnen Clustern aussieht. Verwendet man eine zu restriktive
Klasse von Verteilungen, konnen die Cluster nicht richtig erkannt werden (vgl. Abb. 9.9b).

a EM-Algorithmus Schritt 320 b EM-Algorithmus Schritt 150
o o . M\(telwenvemvufk s | . (%%00@0(90 o . Mmelwenvem_uik
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o o 24° 3 %20
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8o ®
o 4 I
0°g
° % %o °
QP
° o
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© 83 o g °
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? . oo o
of oo ® o4
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8
R ° o 00°°
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- | o 4 B2 %o 00 S
: e o %
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-6 -4 -2 0 2 4 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

x1 x1

Abb.9.9 Darstellung des finalen Iterationsschritts des EM-Algorithmus, basierend auf der Annahme
mischender Normalverteilungen, und die zugehorige Aufteilung des Raums in Cluster mit drei ver-
schiedenen Farben. a Trainingsdaten aus Beispiel 9.27. Hier wurden Startwerte gewdihlt, bei welchen
der EM-Algorithmus mit K = 3 nur gegen ein lokales (nicht globales) Maximum konvergiert und die
Cluster nicht korrekt identifiziert werden. b n = 400 Trainingsdaten aus Beispiel 10.23 mit M* = 2.
Anwendung des EM-Algorithmus mit K = 2 liefert nicht die ,.,erwarteten” zwei Cluster (innerer
Kreis und duflerer Kreisring)
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e Selbst im Falle einer korrekten Spezifikation liefert der EM-Algorithmus laut Satz 9.24
nur Konvergenz gegen ein lokales Maximum von L (vgl. Abb. 9.9a). Wie beim k-means-
Clustering empfiehlt es sich daher, den EM-Algorithmus mit mehreren verschiedenen
Startwerten durchzufiihren und den besten Schitzer anhand des groBten erreichten Funk-
tionswerts L (QEM’ T, iEM’ Ty zu wihlen.

e Flexible Clusterstrukturen sind nur mit relativ komplizierten Verteilungen mit vielen
Parametern moglich; dann ist die untere Schranke Q evtl. nicht einfach berechenbar und
muss approximiert werden; dies fithrt im Allgemeinen zu instabileren Iterationsschritten.

e Bereits aus der Modellannahme ist ersichtlich, dass die Anzahl K* der Cluster bekannt

sein muss.
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In diesem Kapitel seien stets i.1.d. Trainingsdaten X;,i = 1, ..., n gegeben.

Im Allgemeinen arbeiten sowohl Verfahren des Supervised Learnings als auch die in
Kap.9 vorgestellten Verfahren des Unsupervised Learnings besser, wenn die Trainings-
daten X;, i = 1, ..., n eine geringe Dimension d besitzen und die einzelnen Komponen-
ten stochastisch unabhdngig voneinander sind. Beide Eigenschaften fithren zu schnelleren
Konvergenzraten, da die Bayes-Regeln (beim Supervised Learning) eine einfachere Gestalt
aufweisen bzw. die Struktur der Daten einfacher und die Anzahl der vorliegenden Para-
meter geringer ist (bei den Verfahren aus Kap.9). In diesem Kapitel stellen wir mit der
Hauptkomponentenanalyse und dem spektralen Clustern zwei Methoden vor, welche die
urspriinglichen Trainingsdaten X;, i = 1, ..., n transformieren und ggf. in der Dimension
reduzieren, so dass eine Anwendung mit den bisher eingefiihrten Verfahren des Supervi-
sed/Unsupervised Learnings erfolgsversprechender ist.

10.1 Hauptkomponentenanalyse (PCA)

In Abb. 10.1a, b sind Trainingsdaten (vgl. Beispiel 10.6 und Beispiel 10.15 fiir das mathema-
tische Modell) dargestellt, bei welchen sich eine besondere Struktur in deren Lage erkennen
lisst. Diese sind jeweils gut durch Reprisentanten einer Teilmenge M C RY geringerer
Dimension approximierbar; hier konkret mit d = 2 lauten diese
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My ={x=a-(1,D" ) eR},
My={x=(.x)" eR*:x{+x3=1}

- {(COS(“‘)> a) € [—n,n]}. (10.1)

sin(ap)

Wir sprechen im Folgenden von einer Menge M ,,geringerer Dimension®, falls sich die
Punkte auf M mitk < d Parametern eindeutig beschreiben lassen; eine mathematisch exakte
Definition erfolgt durch den Begriff der Mannigfaltigkeit, auf den wir hier nicht weiter
eingehen. Fiir M| und M, gilt jeweils k = 1. Mit der Hauptkomponentenanalyse (engl.
principal component analysis, PCA) verfolgen wir das Ziel, diese Teilmengen M auf Basis
der Trainingsdaten zu erkennen. Eine natiirliche Reduktion der Trainingsdaten wird dann
erreicht, indem jedes X; durch den am néchsten liegenden Punkt Z; € M (d.h. durch eine
Projektion auf M) ersetzt wird. Wie aus GI. (10.1) ersichtlich ist es dann moglich, Z; durch
Punkte o1 € R! in einer niedrigeren Dimension zu beschreiben. In Abb. 10.1c, d sind die
projizierten Punkte Z; dargestellt; in Abb. 10.1e, f sind die auf eine Dimension reduzierten
Trainingsdaten «;; dargestellt.

Fiir sich betrachtet stellt die PCA damit nur eine Vorbearbeitung der Daten dar, auf
welche dann Methoden des Supervised/Unsupervised Learnings angewandt werden. Die
Hoffnung ist, dass die reduzierten Daten ¢;; immer noch die wesentlichen Informationen
(d.h. die Lage) der urspriinglichen X; in sich tragen (nur in komprimierter Form), so dass die
darauf angewandten Methoden sich nicht oder nur noch sekundir um die Auswahl geeigneter
Komponenten aus den Trainingsdaten «;; konzentrieren miissen. In Abschn. 10.1.1 leiten
wir mit Hilfe dieser Motivation einen Ansatz zur Berechnung der «;1 aus den urspriinglichen
Trainingsdaten X; her.

10.1.1 Ansatz

Wir betrachten hier den Fall, dass sich die Trainingsdaten gut durch Punkte auf einer Geraden
g@=pta-vacR (neRveR)

approximieren lassen. Damit der Vektor v eindeutig bestimmt ist, fordern wir die Normie-
rung |lv ||% = 1. Wir leiten nun eine mathematische Formulierung her, um diese Gerade zu
identifizieren und die Trainingsdaten auf diese zu projizieren (vgl. Abb. 10.1a, c, e). Mes-
sen wir die Qualitit der Projektion auf die Gerade mit Hilfe des euklidischen Abstands, so
entspricht das Finden der Gerade der Losung des folgenden Optimierungsproblems:

Definition 10.1 (PCA: Optimierungsproblem 1. Hauptkomponente)
Das Optimierungsproblem zur Bestimmung der 1. Hauptkomponente v € R? lautet

min Rp(u,a,v) unterNB [lv]? = 1, (10.2)
a=(ay,....on)" eR", u cRd yeRd
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Abb.10.1 a, b n = 200 Trainingdaten aus den Beispielen 10.6 a und 10.15 b. ¢, d Darstellung der
Mengen M1, M, aus Gl. (10.1) als gestrichelte Linie und (Orthogonal-)Projektion der Trainingsdaten
auf diese Mengen (blau). e, f Erfolgte Reduktion ¢;1 der Trainingsdaten X; auf eine Dimension
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wobei
. 1 &
Rt o v) = = 3 11X = (u+ eiv)l3
i=1

den empirischen Rekonstruktionsfehler von X; aus «; bezeichnet. ¢

Halten wir v € R zunichst fest, so konnen durch Ableiten die Extrema von ﬁn (1, a, v) in
W, o bestimmt werden; der Ausdruck wird minimal fiir

. R I I
& =0T (Xi = i), fin =~ 3 Xi. (10.3)

i=1

Dann gilt wegen ||v||% =1:

. 1 o .
Ra(tn, &, v) = ~ Zl I(Xi — fn) — aivl3
1=
1 n n ] n
;ani—ﬁnn%dZamxi—mﬂw;EaE
1=

i=1 i=1 —q;

BN NPT P
- Z 1Xi = fanll3 — Za,-

i=1 i=1
Wegen 13 a2 = vTSomit  := 137 (X; — f)(Xi — fin)7 (die empirische
Kovarianzmatrix oder scatter matrix) vereinfacht sich das Optimierungsproblem aus GI.
(10.2) zu:

max vT v unter NB v =1 (10.4)
veRd

Dies ist ein konvexes Optimierungsproblem mit existierendem globalem Minimum. Eine
Losung bestimmen wir durch Aufstellen der Lagrange-Funktion

£, 1) = —vT Sv+a(vl3 = 1.

Hier gilt
Wl(v, 1) =0 < Zv=2iv,

d.h. der Minimierer von £(v, A) in v ist ein Eigenvektor () mit Linge 1 der Matrix ¥ zum
Eigenwert A. Fiir A € R erhalten wir wegen ||v||% =1:

T EH() = 2,

d.h. die Zielfunktion in GI. (10.4) wird maximal fiir den groBtmoglichen Eigenwert A von
3. Wir halten fest:



10.1 Hauptkomponentenanalyse (PCA) 319

Lemma 10.2 Ein globaler Minimierer (&, [t, v) des Optimierungsproblems aus Gl. (10.2)
ist wie folgt gegeben:

e Up = % Y!_ | X; der Mittelwert der Beobachtungen,

e © ist der Eigenvektor mit Linge 1 zum groBten Eigenwert von ¥ = %Zzﬂ 1(X; =
ﬁn)(xi - ﬂn)T7
o & := 0T (X; — f1,) ist die Projektion von X; auf die Gerade {/i, + o - D : € R}, vgl.

> >

Moglicherweise werden die Trainingsdaten X; durch &; nicht ausreichend gut reprisentiert,
d.h. der empirische Rekonstruktionsfehler ist zu hoch. Fiir hohe Dimensionen d ist es dann
naheliegend, X; stattdessen auf k-dimensionale Hyperebenen

k)

g(a)://,—i—al-v(l)—{—...—i—ak-v( , a:(al,...,ak)TeRk

zu projizieren, wobei . € R? der Stiitzvektor ist und die Richtungsvektoren vV, ..., v® ¢

R¢ auf Linge 1 normiert sind.

Definition 10.3 (PCA: Optimierungsproblem k¥ Hauptkomponenten)
Seik € N, 1 < k < d. Das Optimierungsproblem zur Bestimmung der ersten £ Hauptkom-
ponenten vV ..., v® lautet

min R,(i, @, v) unter NB Fiiralle j =1, ...k : o3 =1,
acRxk yeRd v vk cRd
(10.5)

wobei

i=1 ji=1

den empirischen Rekonstruktionsfehler von X; aus o bezeichnet. ¢

Man kann dhnlich wie bei Lemma 10.2 zeigen, dass dieser Ansatz die folgenden Losungen
besitzt.

Lemma 10.4 Sei k € N, 1 < k < d. Ein globaler Minimierer (&, fi,, 0", ..., 5®) des
Optimierungsproblems aus Gl. (10.5) ist wie folgt gegeben:

o [, = rll Y !'_ | X ist der Mittelwert der Beobachtungen,

e sind 5»1 > > ):k die k groBten Eigenwerte von Y = %Z?:l(X,- — ) (X; —
)T, sosind 9D, .., 9% die zugehorigen Eigenvektoren mit Linge 1 (diese bilden ein
Orthonormalsystem),



320 10 Unsupervised Learning: Dimensionsreduktion

o q; = @OUNT (X; — i) ist die Projektion von X; auf die Gerade {fi, +« -0 : a € R},
vgl. Gl (10.3).

Bemerkungen

e Ist X| auf RY stetig verteilt, so gilt f.s. Rang(f]) = min{d, n — 1} und die min{d, n — 1}
grofiten Eigenwerte von 3 sind f.s. verschieden. Solange also k < min{d, n — 1} gilt,
ist es im Allgemeinen moglich, die k grof3ten Eigenwerte eindeutig der Groe nach zu
ordnen.

e Die Eigenvektoren 9/) sind orthogonal, weil 3 symmetrisch ist. Aufgrund der Ortho-
normalitit der 9(/) bleibt die Funktion zur Bestimmung der &; ; aus den X; mit &;; =
©YUNT(X; — [in) von einfacher Gestalt.

Wir fassen die Erkenntnisse in einem Algorithmus zusammen.
Definition 10.5 (PCA-Algorithmus)
Seik € N, 1 < k <d. Gegeben i.i.d. Trainingsdaten X;,i = 1, ..., n, setze
1 & 1 &
5= Zl<x,~ — )X = )" = Zl X;.
1= 1=

Seien A1 > ... > Ay die k groBten Eigenwerte von £ und 9V, ..., 5% die zugehorigen
Eigenvektoren mit Linge 1. Dann heiien 9V, ..., 9% die geschitzten ersten k Hauptkom-
ponenten mit zugehoriger Projektionsabbildung

AR 5 RE AR () = (D) (x = fun), oo BT (x = )T

Die Werte &ip CAk Aﬁ (X;) heilen die auf die ersten k Hauptkomponenten projizierten
Trainingsdaten. ¢

Bemerkung Mit Hilfe A’,‘l konnen auch neue Beobachtungen auf den niedrigdimensiona-
leren Raum R projiziert werden. Dies ist niitzlich, wenn der PCA-Algorithmus nur als
Vorbearbeitung der Daten genutzt wird und danach ein Verfahren auf die reduzierten Daten
&;, i = 1,...,n angewandt wurde und nun dasselbe fiir die neue Beobachtung geschehen
soll, vgl. Modellannahme 10.8.

Im Folgenden geben wir ein Beispiel fiir die Anwendung im Falle d = 2.

Beispiel 10.6 (Multivariate Normalverteilung) Gegeben seien i.i.d. X; ~ N(0, X)

(Dimension d = 2) mit
1 0.9
Y= .
(0.9 1)
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¥ hat die Eigenwerte A; = 1.9, Ay = 0.1 mit zugehérigen Eigenvektoren v(D = \L@(l, nr,

1@ = %(—1, DT. In Abb.10.2 sind n = 100 Trainingsdaten zusammen mit den
Schitzungen 51, 5@ sowie "%, &”“*! und die anschauliche Interpretation der Pro-

jektionen &I.P cal dargestellt. Wie man sehen kann, wird die Lage von X; bereits relativ gut
durch &iP €A1 beschrieben.

Trainingsdaten Projektion auf 1. und 2. Hauptkomponente
¥ o °
~ A o )
. °
o7 ° ° o
© o n o o
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° o o
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Abb.10.2 Anwendung der Hauptkomponentenanalyse auf n = 100 Trainingsdaten X; aus Beispiel
10.6. a Trainingsdaten und geschitzte Hauptkomponenten M 5@ p Projektionen &iPCA’Z auf
1. und 2. geschitzte Hauptkomponente, ¢ Darstellung der Projektion auf die 1. Hauptkomponente
&I.PCA’I, d anschauliche Entsprechung (blau) von &I.PCA’I

auf die von 9D erzeugte Gerade

durch Projektion der Trainingsdaten X;
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10.1.2 Statistische Einordnung und Modellannahme

Mit dem PCA-Algorithmus aus Definition 10.5 werden Eigenvektoren und Eigenwerte der
empirischen Kovarianzmatrix 3 der Beobachtungen bestimmt. Fiir eine genauere Analyse
untersuchen wir zunéchst das Verhalten der zugehorigen theoretischen Groe X und leiten
daraus Modellannahmen ab.

Lemma 10.7 (Zerlegung von X) Es gelte E[|| X ||%] < 00. Die zu X gehorige Kovari-
anzmatrix
¥ =E[(X; —EX)(X; —EX1)'] e R

sei symmetrisch positiv definit mit paarweise verschiedenen Eigenwerten A1 > ... > Ay >

0.Essei vV, ..., v die eindeutig bestimmte zugehorige Orthonormalbasis aus Eigenvek-
torenund S := (v(l), ey v(d)).Danngiltfiirocl = (11, ..., ¢1g)T mite ;= ST (X1 —EX):
Aj, J=k
Cov(ayj, ax) =1 = (10.6)
0, j#k
und
X1 —EX; = oo + .. 4 aggv@ 10.7)

Die Richtungen v, Jj =1, ...,d werden als Hauptkomponenten bezeichnet. Sie geben an,
in welche (unkorrelierten) Richtungen sich der Vektor X mit welcher Stdrke entwickelt.

Beweis Definieren wir A := diag(Aq, ..., Ag), so gilt ¥ = SAS! bzw. 'S5 = A. Mit
Hilfe dieser Identitit und Cov(ay;, cr1x) = (S'ES) jx folgt Gl. (10.6). Wegen SS' = Ixq
folgt Sor; = X und damit GI. (10.7).

Bemerkung Wegen Satz 2.8 ist bekannt, dass ¥ immer symmetrisch positiv semidefinit ist.
Es wird also nur gefordert, dass ¥ vollen Rang besitzt und die Eigenwerte verschieden grof3
sind. Tatsédchlich funktionieren die im Folgenden vorgestellten Algorithmen auch, wenn
diese Annahmen verletzt sind, aber die Eindeutigkeit der Bezeichnungen ist nicht mehr
gewihrleistet.

Die Hauptaussage von Lemma 10.7 ist, dass eine Beobachtung X; als Linearkom-
bination der d Hauptkomponenten v, ..., v® dargestellt werden kann. Die zugehori-
gen Linearfaktoren sind durch die Zufallsvariablen «q1, ..., @14 bzw. durch den Vektor
o = (@11, ..., a12)T gegeben. Dieser erfiillt:

e Die Komponenten von «; sind unkorreliert, vgl. Gl. (10.6). Anschaulich bedeutet das,
dass die Information iiber die Lage von X in den verschiedenen Komponenten von «;
disjunkt sind, d. h. jede Komponente ,,neue’ Informationen iiber die Lage enthilt.

e a1 = (a11, ..., ®14) enthilt zunidchst ,,alle Informationen iiber die Lage von X, aber
der , Informationsgehalt” sinkt aufgrund der monoton fallenden Varianz A; = Var(« ;)
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monoton in den Komponenten von o ab. ;1 enthilt die ,,meisten” Informationen iiber
die Lage von X;, o> etwas weniger usw. Das bedeutet, dass vor allem die Komponenten
a1; mit kleinem j wichtig sind, um den Wert von X zu erkléren (die Vektoren v,
j =1, ...,d haben als Elemente einer Orthonormalbasis Linge 1 und nehmen keinen
Einfluss auf die ,,Grofe” des Summanden ozljv(j )).

e Aufgrund GI. (10.7) gilt

d d d
> Var(X1)) = E[| X1 — EX1[3]1 = ) _ Var(e;) = Y _ ;. (10.8)

j=1 Jj=1 Jj=1

Anschaulich geben die Eigenwerte A ; damit an, welcher Anteil der Entfernung von X
zu EX durch o erklirt wird; dieser betrdgt

Aj
AMA A

Falls also )H':L—j+)~d > % ist, enthilt o1 ; durchschnittlich ,,mehr Information iiber die
Lage von X als eine zufillig ausgewihlte Komponente von X . Der prozentuale Anteil
an der Varianz, welcher durch die Projektion auf die ersten kK Hauptkomponenten erklirt
wird, betridgt entsprechend

j=14j
==
Zj:l)‘j

In Beispiel 10.6 gilt MATIM = 0.95, d. h. mit Hilfe der Projektion auf die erste Hauptkom-

ponente werden 95 % der Varianz erklért.

Lemma 10.7 ordnet jedem Trainingsdatum X; den Vektor o; = (o1, ..., a,-d)T zu. Es
bezeichne af = (A1, .-y oz,-k)T die ersten k¥ Komponenten dieses Vektors. Der PCA-
Algorithmus aus Definition 10.5 ermittelt mit &iP CAK eine natiirliche Schitzung von af .
Aufgrund des oben festgestellten absteigenden Informationsgehalts der Komponenten von
«; Uber die Lage von X stellt &ip CAK damit eine Kompression von X; dar, und Verfahren des
Supervised/Unsupervised Learnings kdnnen auch direkt auf &iP CAK anstatt X ; angewandt
werden. Dieses Vorgehen entspricht mathematisch einer geédnderten Modellannahme an das

verwendete Verfahren, welches wir hier zur Verdeutlichung kurz mit V bezeichnen.

Modellannahme 10.8 (PCA: Typ 1 (Weiterverarbeitung)) Weiterverarbeitung der Pro-
Jjektionen auf die ersten k Hauptkomponenten:

e Supervised Learning: Die Modellannahme von V gelte fiir (oz]l‘ , Y1) (und nicht fiir
(X1, Y1)
e Unsupervised Learning: Die Modellannahme von V gelte fiir o/l‘ (und nicht fiir X7).
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Bemerkung Falls bei einem Problem des Supervised Learning ¥ im wahren Modell nur

iiber die entfernten Komponenten (o (k41), ..., ®1¢) von X abhiingt (und nicht wie in obi-
PCAk
i

relevante Information aus X; entfernt. Auch wenn dies im Allgemeinen nicht auftritt, sollte
man sich dieser Moglichkeit bewusst sein und die Anwendung des PCA-Algorithmus stets

kritisch hinterfragen.

ger Modellannahme postuliert von a1, ..., &1x), wird also durch & samtliche fiir Y;

Rekonstruktionsfehler
Ist das Ziel wie eingangs motiviert, dass die Lage der Trainingsdaten X; mit Hilfe der

Projektionen &I.P CAK auf die ersten k Hauptkomponenten rekonstruiert werden kann, so

kann die Qualitit von &I.PCA’k mittels des sogenannten Rekonstruktionsfehlers erfolgen. Ist

(u)(l), w(d)) ein Orthonormalsystem von R4, 50 erhilt man eine Darstellung

d
X —EX; = Zaljw(j)
=1

und o; = (wY)T(X; —EXy), j = 1,...,d. Lassen wir nun auf der rechten Seite die
Summanden fiir j = k 4+ 1, ..., d weg, bildet diese nur noch eine Approximation von
X1 — EX;. Die rechte Seite kann dann geschrieben werden als

k k
D aw? =Y wh @) (X - EX)) = (X1 — EX)),
j=1 j=1

wobei [T} := le _1w% - (wY)T. Der entstehende Fehler kann durch den Abstand

k
12
[t —Exn = 3w || = 106~ EX) - (X - EXDI3
j=1

ausgedriickt werden. Der so im Mittel erwartete Fehler bildet den Rekonstruktionsfehler.

Definition 10.9
Ist (w®, ..., w@) ein Orthonormalsystem von R, k € N und IT; := Z‘;:l wW (wONHT
so heiflt ‘

R(My) = E[(X; — EXy) — Me(Xy —EXp|3

der Rekonstruktionsfehler zur Projektion ITy. ¢
Es gibt eine explizite Formel fiir den Rekonstruktionsfehler und dessen Minimum iiber die

Menge der k-elementigen Orthonormalsysteme von R?. Dieses wird gerade erreicht durch
die Eigenvektoren der Kovarianzmatrix ¥ = E[(X; — EX)(X; — EX)T].
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Lemma 10.10 Mit den Bezeichnungen aus Definition 10.9 gilt:

R(I1) = Sp(E(Taxa — Tk))

Es gilt
d
i R(IM) =R = Y 4,
w® w® orthonormal =kt
wobei vV, ..., v@ die Eigenvektoren zu den Eigenwerten Ay > Xy > ... > Ay > Ovon X

bezeichnen und IT} = lef:l v (wUNHT,

Beweis Wegen (Iyxq — Ti)T (Iyxa — TIx) = (Igxa — ;) gilt:

R(Tg) = El|(laxa — T (X1 — EX1)|13
= E[(X1 —EX)T (Tyxa — (X1 — EX1)] = Sp((uxa — TR E)

Die zweite Behauptung kann elementar nachgerechnet werden, indem ein beliebiges Ortho-

normalsystem w", ..., w® in der Basis vV, ..., v® geschrieben wird durch w'/) =
d .

> ,lev(l) mit 8;; € R.

Das bedeutet, der Rekonstruktionsfehler unter Nutzung von nur k orthonormalen Vekto-
ren kann nie unter R(IT}) = Z‘;Z k+12j sinken (insbesondere nicht bei Nutzung der k
Hauptkomponenten erhalten durch den PCA-Algorithmus). Im Extremfall, dass alle Eigen-
werte von X in etwa gleich groB3 sind (d.h. X ist ,,in alle Richtungen* im Raum verteilt)
entsteht schon durch Weglassen eines Vektors aus einem vollstindigen Orthonormalsystem
(w®, ..., wD) ein groBer Rekonstruktionsfehler.

Analog zum Supervised Learning kann der Rekonstruktionsfehler zur Messung der Qua-
litdt eines Algorithmus genutzt werden, der die ersten k Komponenten des Orthonormalsys-

tems vV, ..., v@ von T schiitzt (wie beispielsweise der PCA-Algorithmus):

Definition 10.11
Sei 1 < k < d. Liefert ein Algorithmus eine Schitzung 5V, ..., 5® der ersten k Elemente
eines Orthonormalsystems, so nennen wir

k
Ry, M=) W@V
j=1

den Rekonstruktionsfehler des Algorithmus (mit k Hauptkomponenten). ER(ﬁk) heif3t
Generalisierungsfehler und
ER(;) — R(IT})

das Excess Bayes Risk des Algorithmus (mit ¥ Hauptkomponenten). ¢
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Offensichtlich gilt R(Hz) = 0 genau dann, wenn A+ = ... = Ag = 0. In diesem Fall
ist automatisch auch die Modellannahme 10.8 erfiillt. In praktischen Beispielen gilt jedoch
hiufig sogar noch A4 > 0. Man kann zeigen, dass auch die Konvergenzgeschwindigkeit des
Excess Bayes Risks ER(fIk) — R(H:) mafgeblich von den iibrigen Werten Ag41, ..., Ag
abhingt. Zur Abschitzung des Excess Bayes Risks trifft man daher typischerweise Modell-
annahmen an die GroBe der unbekannten A ;. Ist (¢(j)) j=1,... 4 eine vorgegebene monoton
fallende nichtnegative Folge reeller Zahlen, so fordert man:

Definition 10.12 (Modellannahme PCA: Typ 2 (Rekonstruktion))
Esgelte A; <c(j) (j=1,....d). ¢

Standardisierung

Wie aus dem urspriinglichen Optimierungsproblem in Definition 10.3 ersichtlich ist, erfolgt
die Ermittlung der Vektoren §) und &/ “*** im PCA-Algorithmus mit dem Ziel, die Lage
der X; moglichst gut nachzubilden. Aufgrund von verschiedenen Skalierungen (zum Bei-
spiel entstanden durch Umrechnung von Einheiten) in den Komponenten von X; kann dies
jedoch zu aus statistischer Sicht ,,unerwiinschten* Ergebnissen fiihren, indem eigentlich
notwendige Hauptkomponenten entfernt werden.

Der Grund ist, dass die ,,statistische Information® einer Zufallsvariablen in Hinblick
auf eine andere Zufallsvariable anders gemessen wird als durch einen reinen Vergleich der
Lage. Sind beispielsweise die Komponenten X1, X1> unabhingig, so enthalten sie statis-
tisch betrachtet genau gleich viel (unabhingige) Information iiber das zugrunde liegende
Ereignis w € Q2 des Wahrscheinlichkeitsraums, welches bei einer Beobachtung eintritt. Sind
diese jedoch unterschiedlich stark skaliert, so liefert die PCA einen klaren Favoriten. Zur
Verdeutlichung betrachten wir das folgende Beispiel.

Beispiel 10.13 Gegeben seien i.i.d. Trainingsdaten X; ~ N (0, X) der Dimension d = 2

mit
10 100 0
2—21.—(01>, oder 2—22.—<0 1).

Die Eigenvektoren beider Matrizen sind jeweils (1,0)” und (0, 1)7; die Eigenwerte sind
jedoch A1(Z1) = 1, 22(X1) = 1 und A1(X3) = 100, 12(X2) = 1. Im zweiten Fall gibt
es wegen A1(X2) > Ay (X7) eine deutliche Priferenz fiir die erste Hauptkomponente; man
neigt dazu, nur die Projektionen auf die erste &iP €A-1in weiteren Verfahren zu nutzen, obwohl
beide Komponenten von X gleich viel unabhingige statistische Information bereitstellen.

Im ersten Fall geschieht dies nicht, da die Daten auf die gleiche Grof3e skaliert sind.

Soll die Auswahl der Hauptkomponenten also auf Basis der statistischen Information und
nicht auf Basis der Lage erfolgen, miissen die Daten vor der Anwendung der PCA einheitlich
skaliert werden.



10.1 Hauptkomponentenanalyse (PCA) 327

Bemerkung 10.14 (PCA-Algorithmus mit Standardisierung) Fiihre den PCA-Algori-
thmus wie in Definition 10.5 durch, aber ersetze alle Terme X; — fi,, und x — [1,, durch

N Y X — i) bzw. Ny — ),

wobei

N, :=diag(0y,1, ..., On,d), U,%’j = ; Z(Xij - I/Ln,j)2
i=1
die Standardabweichungen der einzelnen Komponenten von X schitzt. Die entsprechend

erhaltenen Eigenwerte und Eigenvektoren bezeichnen wir mit ):j.’d bzw. )54 Die zuge-

horigen Projektionen nennen wir &PCA kstd

Werden vom PCA-Algorithmus ohne Standardisierung die gleichen Hauptkomponenten
ausgewihlt wie beim PCA-Algorithmus mit Standardisierung, so liefern diese (bis auf
Skalierung) die gleichen Resultate &; SHALR YA &I.PCA’k’”d. Ein Unterschied in der Qualitét
der komprimierten Information tritt erst auf, wenn aufgrund der unterschiedlich grolen A i
bzw. )A\j.’d unterschiedliche Hauptkomponenten ausgewihlt werden.

In Lemma 10.7 entspricht die Modifikation aus Bemerkung 10.14 der Berechnung der
Korrelationsmatrix

Esl‘d — E[Xsl‘d . (Xi‘l‘d)T]
mit den standardisierten Zufallsvariablen X3’ = (X§/¢, ..., X{))T, wobei

X1j —EXy;

V/ Var(Xy;) ’

Entsprechend erhilt man neue Eigenwerte und Eigenvektoren A‘;.’d, v)std ypd a‘f’d =

S§* . X314, Anstelle von Gl. (10.8) gilt dann wegen X{'¢ = Z‘;z | af;dv(j)’”d:

Xy = j=1,..4d.

d
d — Z Var(Xstd) _ ]E[”X_i‘tdnz Z Var(astd) — Z )\’.;td’

j=1 j=1 j=1

:Id
und die Eigenwerte )f !4 geben nun unabhingig voneinander mit

den Anteil an, den & ;
an der Lage des standardlslerten Xj 'd erklrt. Ist insbesondere v € ]Rd ein Vektor der Form
V= % Z?Zl vt 5o gilt fiir die Korrelation

)\’Sl‘d
P X1, o) =/,

ist auch statistisch gesehen ein MaB fiir den Einfluss von a; auf X.

)»S»[d

d.h.
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Wir gehen im weiteren Verlauf des Kapitels nicht weiter auf die Standardisierung und
die damit verbundene Interpretation ein.

10.1.3 Nichtlineare PCA

In der bisher eingefiihrten Form in Definition 10.5 ist der PCA-Algorithmus nur in der Lage,
die Trainingsdaten zur Dimensionsreduktion auf Hyperebenen zu projizieren. In der Praxis
sind die Daten aber hiufig in komplexeren Strukturen angeordnet. Zur Motivation betrachten
wir das folgende Beispiel:

Beispiel 10.15 Die Verteilung von X| = (X1, X12) sei wie folgt definiert:
cos(Ur1)
X1 =U- ,
! i <Sin(U12))

wobei U; = (Uq1, U12)T und Uy gleichverteilt auf [—0.9, 1.1] und Uz, gleichverteilt auf

T T

-z,

2

In Abb.10.3a sind n = 200 i.i.d. Beobachtungen X;, i = 1, ..., n dieses Modells zu
sehen. Offensichtlich kdnnen die Daten hier nicht gut durch eine Gerade approximiert wer-
den, der PCA-Algorithmus aus Definition 10.5 schlédgt fehl und erkennt keine hilfreichen
Hauptkomponenten zur Dimensionsreduktion (vgl. Abb. 10.3b). Fiihren wir allerdings eine
geeignete Koordinatentransformation von X durch, konnen die Daten wieder durch Punkte

auf einer Geraden angenéhert werden. Hier gilt jeweils X; = ®(U;) mit
®Og: [0,00) X [, ) —> Rz, D (u) = (uy - cos(up), us - sin(ul))T.
Nutzen wir die inverse Funktion /g := @ ! gegeben durch
ho(x) = ((x7 + x) /2, arctan2(xz, x1)) . (10.9)
In Abb. 10.3c sind die transformierten Daten U; aufgetragen sowie die Ermittlung der Haupt-

komponenten mittels des PCA-Algorithmus auf Basis der Trainingsdaten U; (anstelle von

X;). Die erhaltenen Projektionen &iP CAL auf die 1. Hauptkomponente sind in Abb. 10.3d

zu sehen. In Abb. 10.3e ist die anschauliche Entsprechung der Projektionen im Raum der
urspriinglichen Trainingsdaten X; dargestellt, welche durch

Py = @o(in + o “M10W), =1, n

erhalten wurden.
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Abb. 10.3 a n = 200 Trainingsdaten X; aus Beispiel 10.15, b erfolglose Anwendung des PCA-
Algorithmus aus Definition 10.5 auf X;, ¢ transformierte Trainingsdaten U; und geschitzte Haupt-
komponenten, d Projektion von U; auf die 1. Hauptkomponente, e anschauliche Entsprechung (blau)

im urspriinglichen Raum der Trainingsdaten
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Bemerkung Die erhaltene Dimensionsreduktion in Beispiel 10.15 ist mit Vorsicht zu genie-
Ben: Zwar wurden die Daten in der Dimension reduziert, allerdings fand durch die Koordi-
natentransformation eine Anderung der Geometrie im Raum statt: Wihrend beispielsweise
zwei Punkte x = (-1, —¢), y = (—1,+¢) (¢ > 0 klein) im Raum der Trainingsdaten
nahe beieinander lagen, liegen die zugehorigen Projektionen o = arctan2(x) ~ —m,
ap = arctan2(y) &~ +m nun sehr weit auseinander. Da die Hauptkomponentenanalyse im
Allgemeinen als Vorbearbeitung der Daten genutzt wird, um weitere Algorithmen mit einem
bestimmten Ziel anzuwenden, kommt es mafgeblich auf dieses verfolgte Ziel an (und damit
letztlich auf die Giiltigkeit der Modellannahme 10.8), ob die neu erhaltenen, reduzierten
Trainingsdaten o?l.P CA’l, i =1, ..., nniitzlich sind.

Insbesondere im Kontext des Findens von Représentanten (vgl. Kap. 9) und der Klassifi-
zierung ist es wichtig, dass die Hauptkomponentenanalyse Daten, die sich um verschiedene,
niedrigdimensionale Mengen akkumulieren, in ihrer Struktur durch Dimensionsreduktion
zu vereinfachen. Daher miissen die Daten X; auch nicht unbedingt aus den Projektionen
&i CAk vollstindig rekonstruierbar sein, sondern es miissen lediglich die wesentlichen, tren-
nenden Eigenschaften der Daten gut extrahiert werden. Zur Verdeutlichung betrachten wir
das folgende Beispiel.

Beispiel 10.16 Die Verteilung von X| = (Xy1, X12) sei wie folgt definiert: Es sei Z;
eine Zufallsvariable mit P(Z; = 1) = P(Z;, = 2) = % Ist Z; = 1, so wird X| wie
in Beispiel 10.15 erzeugt. Ist Z; = 2, so seien X unabhingig gleichverteilt auf M =
{x € R? : |x1| + |x2| = 1}. In Abb. 10.4a ist ein Beispiel fiir n = 400 Trainingsdaten X;,
i =1, ..., n zu sehen. Fiir einen besseren Uberblick sind die Daten fiir Z; = 1 schwarz und
die Daten fiir Z; = 2 rot dargestellt; fiir die im Folgenden angewandten Algorithmen ist
diese Zusatzinformation nicht vorhanden.

Fiir die gegebenen Trainingsdaten wéren zwei verschiedene Koordinatentransformatio-
nen notwendig, um die Daten so zu transformieren, dass die Variation unabhingig von-
einander in zwei verschiedene Richtungen erfolgt wie nach der Transformation in Beispiel
10.15.

Hier allerdings wollen wir keine vollstindige Rekonstruktion der Daten erreichen. Statt-
dessen ist unser Ziel, wesentliche Eigenschaften zu extrahieren, die eine Trennung der Daten
X; mit verschiedenen (unbekannten) Z; = +1 einfacher machen. Hierzu nutzen wir den
Ubergang in einen hoherdimensionalen Raum, der eine neue Sicht bzw. Perspektive auf die
Daten erlaubt. Wir setzen

hg R — R, hg(x) = (x1,x2, B - (6f +x3)), x = (x1,x2) (10.10)
mit 8 = 2, und betrachten die (zentrierten) Daten f(,- = hg(X;) — % Z?:l hg(X)),i =
1, ...,n, vgl. Abb. 10.4b. Durch die Wahl von 8 haben wir erreicht, dass die Daten X; vor
allem entlang der dritten Komponente eine starke Streuung in der Lage aufweisen. Die
Daten X; sind zwar immer noch nicht gut durch eine Gerade approximierbar, aber der PCA-
Algorithmus erkennt, dass er zur Beschreibung der Daten vor allem die dritte Komponente
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nutzen muss (diese wird die erste Hauptkomponente), um die Lage von X; zu erkliren. In

Abb. 10.4b sind zusitzlich die drei geschitzten Hauptkomponenten des PCA-Algorithmus
~PCA,2

(angewandt auf X;) eingezeichnet. In Abb.10.4c, d sind die Projektionen Q; bzw
&,.P €Al auf die erste und zweite bzw. nur auf die erste Hauptkomponente dargestellt.

Man sieht, dass die Projektionen &iPCA’z, obgleich von derselben Dimension wie die

Ausgangsdaten, nun eine wesentlich einfachere Bearbeitungsgrundlage beispielsweise fiir
den k-means-Clustering-Algorithmus oder den EM-Algorithmus bieten als die urspriing-
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Abb.10.4 a n = 400 Trainingsdaten X; aus Beispiel 10.16, b Transformation X; der Daten in R3
mittels /5 aus Gl. (10.10), Darstellung der durch &, erzeugten Flidche (grau) und der Hauptkomponen-

ten des PCA-Algorithmus angewandt auf X, ¢ Darstellung der Projektionen &l. 4.2

beiden Hauptkomponenten, d zugehorige Projektionen & iP CAL auf die erste Hauptkomponente

auf die ersten
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lichen Daten; die Modellannahmen dieser Verfahren werden durch die neue Struktur von
&ip CA2 pegser erfiillt als durch die urspriinglichen Trainingsdaten X;. Anschaulich entsteht
&I.PCA’Z durch Betrachtung der dreidimensionalen Daten X; aus der Richtung, in welcher
laut PCA die geringste Anderung der Lage der X; erfolgt (und somit durch einen Blick von
dieser Richtung der geringste Informationsverlust auftritt). Mathematisch entspricht dies
der Richtung der dritten Hauptkomponente.

Der Erfolg dieser Methode hingt maf3geblich von einer giinstigen Skalierung der Daten
durch die Transformation #g ab. In Abb.10.5 wurden die Daten stattdessen mit 2g und
B = 1.2 transformiert. Wie man sieht, ist nicht linger die dritte Komponente von X; die
wichtigste Richtung zur Beschreibung der Daten; entsprechend ergeben sich andere Pro-
jektionen &iP €42 die nicht optimal fiir eine Weiterverarbeitung mit dem EM-Algorithmus
oder k-means-Clustering geeignet sind.

Die mutwillige Skalierung von hg in der dritten Komponente ist gewissermallen ein
»Missbrauch® der urspriinglichen Rekonstruktionsidee der Hauptkomponentenanalyse:
Durch VergroBerung der Streuung der transformierten Trainingsdaten X; € R? in einer
von uns vorgegebenen Richtung zwingen wir den PCA-Algorithmus dazu, die erste Haupt-
komponente in R in diese Richtung zu legen um die transformierten Daten gut beschreiben
zu konnen, unabhingig davon, ob auch die urspriinglichen Trainingsdaten X; mit Hilfe
dieser ersten Hauptkomponente gut rekonstruiert werden konnen.

Wir halten zunichst eine formale Beschreibung des oben durchgefiihrten Algorithmus fest.

a Transformierte Trainingsdaten b Projektion auf 1. und 2. Hauptkomponente

az

15 %

Abb. 10.5 a Transformation X; der Trainingsdaten aus Beispiel 10.16 in R3 mittels & 1.2 aus Gl.
(10.10), Darstellung der durch s, erzeugten Fliche (grau) und der Hauptkomponenten des PCA-
Algorithmus angewandt auf X i» b Darstellung der Projektionen &Z.PCA’Z auf die ersten beiden Haupt-

komponenten
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Definition 10.17 (Algorithmus: PCA nichtlinear)
SeikeN, 1<k <dundh:R? — R eine (nichtlineare) Funktion mit d eN. Gegeben
i.i.d. Trainingsdaten X;,i = 1, ..., n, setze

ch._ Ly N INEPSCSREPSNS & o P
Shi= =D X)) = ) (XD = )T = h(Xa).

i=1 i=1

Seien )A\}l' > ... > ):i’ > 0 die k groBBten Eigenwerte von $" und M 5D die zugehorigen
Eigenvektoren mit Linge 1. Die zu den ersten £ Hauptkomponenten gehorige Projektions-
abbildung lautet

Ak RE S RE AMK () = (D) (h(x) = ), oor @) (h(x) — 1))

Die Werte &iPCA’h’k = Aﬁk (Xi),i = 1, ..., nheiBlen die auf die ersten k Hauptkomponenten
projizierten Trainingsdaten. Zusitzlich sei &". = (&{'/., e &ﬁj)T e R, j=1,..,kdie
Projektion der Trainingsdaten auf die j-te Hauptkomponente. ¢

Bemerkung 10.18

e Verwendet man die nichtlineare Hauptkomponentenanalyse, so wéhlt man im Allgemei-
nen eine Funktion / : RY — R? mit d > d. Dann entspricht die Darstellung der Punkte
&f CAR2 anschaulich einer Betrachtung der zentrierten Punkte A (X;) — % Z'} 1 h(X;)
in die beiden Richtungen mit der stirksten Streuung in der Lage (Entsprechendes gilt
natiirlich auch fiir die k-dimensionalen Projektionen).

e Nichtlineare PCA und Trennung von Daten: Da die Punkte & (X;) zentriert werden, ent-
spricht die Bestimmung der ersten Hauptkomponente gleichzeitig der Bestimmung einer
Hyperebene, auf der auf beiden Seiten (abhédngig von ihrem Abstand zum Ursprung) in
etwa gleich viele Punkte liegen. Im Kontext vom Unsupervised Learning kann daher PCA
auchimmer als,, Trennung” verschiedener Punktmengen verstanden werden, vgl. Beispiel
10.16. Eine erfolgreiche Trennung mit der ersten Hauptkomponente erfolgt dann, wenn
die die Punktmengen trennenden Eigenschaften durch /4 so stark betont werden, dass die
erste Hauptkomponente genau in die Richtung der beiden verschiedenen Punktmengen
im hoherdimensionalen Raum R zeigt. Die Bedeutung der weiteren Hauptkomponenten
kann dann iterativ verstanden werden: Aufgrund der Orthogonalitit versucht die zweite
Hauptkomponente jeweils die beiden entstandenen Mengen wieder moglichst giinstig zu
trennen usw.

e Darstellung der Projektionen im Ursprungsraum R¢: Durch den Ubergang in einen hoher-
dimensionalen Raum R¢ kann nicht mehr dargestellt werden, was die Projektionen auf
die Hauptkomponenten 7 € R? im urspriinglichen Raum R? bedeuten. Der Grund ist,
dass die Projektion im hochdimensionalen Raum @O, ..., 0" . &Z.PCA‘h’k im Allge-
meinen nicht mehr im Bild A(RY) C R? der Funktion / liegen.

e Zum Informationsverlust/Rekonstruktionsfehler: Im Grunde lduft die Einbettung der
Trainingsdaten X; in einen hoherdimensionalen Raum mittels einer Funktion / : R —
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R¢ zuniichst der Idee der Dimensionsreduktion zuwider. Durch eine geeignete Betrach-
tung in einem hoherdimensionalen Raum konnen aber komplexere Datenstrukturen
erkannt und vereinfacht werden (vgl. Beispiel 10.16). Die Messung des Rekonstruk-
tionsfehlers findet dann jedoch nicht mehr in RY, sondern im erweiterten Raum R¢ statt;
dieser lautet entsprechend Definition 10.9 nun

R"(I) :=E[ (h(X1) — BR(X1)) — T (h(X1) — ER(X1)) i (10.11)

wobei [Ty := Zl;zl w@ U und (WD, ..., w(J)) ein Orthonormalsystem von ]R‘;
ist. Verwenden wir also die nichtlineare Hauptkomponentenanalyse mit d > d, so ist im
Allgemeinen auch mit einer d-dimensionalen Projektion &ZPCA’h’d noch keine vollstin-
dige Rekonstruktion der Ausgangsdaten moglich. Zu sehen ist dies an Beispiel 10.16
bzw. Abb. 10.4c mitd = 2, d = 3. Durch das Betrachten des Paraboloids ,,von der Seite
geht der Informationsgehalt der 3. Hauptkomponente verloren, welche die ,, Tiefe* des
Punktes im Raum angibt. Dadurch kann aus &ip CAhd picht mehr rekonstruiert werden,
ob ein Punkt mit @4 ~ (1,0)7 einem Punkt X; ~ (1,0) oder X; ~ (—1,0)
entsprach (d. h. auf welcher Seite des dueren Kreises der Punkt lag). Erst durch Angabe

der vollstdndigen Koordinaten &ip CAhd it eine eindeutige Zuordnung moglich, denn

dann ist h(X;) = WD, ..., ﬁ(‘i))T . &iPCA‘h’d und somit

X, =h! ((W, o DT -&f’“’h’fi).
Die bessere Zuordnung zu einer der beiden Strukturen, welche &iPCA’h’d ermoglicht,
erfolgt also auf Kosten der genauen Positionsbestimmung der urspriinglichen Punkte X;
auf den Strukturen.

Bei Verwendung des nichtlinearen PCA-Algorithmus ist also eine vollstindige Rekon-
struktion von X; im Allgemeinen nur aus &I.PCA’h’d moglich. In diesem Sinne misst auch
der Rekonstruktionsfehler in Gl. (10.11), wie hoch der Informationsverlust der Lage von
X; durch Nutzung von &fCA’h’k, kef{l,.. d}ist

e Interpretation der nichtlinearen PCA im Ursprungsraum: Eine andere Perspektive auf
die nichtlineare PCA bietet das urspriingliche Optimierungsproblem aus Definition 10.1:
Dass nicht mehr die Beobachtungen X; in R4, sondern die Beobachtungen 4 (X;) in R4
mit Hilfe einer Hyperebene approximiert werden sollen, entspricht formal einer Anderung
des verwendeten AbstandsmaBes: Im Raum R liegen die Daten /(X;) auf der Menge
{h(x) : x € R%}; zwei Elemente dieser Menge haben die Abstinde ||A(x) — h(x/)||%
zueinander. Anschaulich dndert sich der Abstand der Trainingsdaten X; im Ursprungs-
raum von D(x, x") = ||x — x’||% zu

D"(x,x") = lh(x) — h(x")|I3.

In Beispiel 10.16 lautet dieser Abstand
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D" (x, x'y = lx = "I + B2 |Ix13 — I3[
Zusitzlich zu ||x — x’ ||% wird nun auch dem Abstand der Radien | lx ||% —|Ix’ ||%| (mit Ska-
lierungsfaktor 8) bei der Bestimmung der ersten Hauptkomponente Gewicht eingerdumt.
Ist B groB, so liegen Punkte mit verschiedenen Radien fiir den PCA-Algorithmus weiter
auseinander als dies durch die Darstellung der Trainingsdaten X; in Abb. 10.4a sugge-
riert wird. Im héherdimensionalen Raum R? geschieht dies dadurch, dass der zugehorige
Paraboloid /15 : R? — R? die Trainingsdaten fiir groBes 8 weit in Richtung der dritten
Komponente (des ,,Radius*) auseinanderzieht und damit die Variation der transformierten
Daten X; in diese Richtung erhoht.

Gemal dieser Interpretation entsprechen die Punkte &iP CAh ’k, i =1, .., n der best-
moglichen Darstellung der Punkte X; € R mit Abstinden gegeben durch D’ im
k-dimensionalen Raum R¥.

Wir kennen damit zwei mogliche Interpretationen der Projektionen & I.P CAhk,

(I1) der ,.k-dimensionale Blick™ auf die zentrierten Punkte /(X;) im hoherdimensionalen
Raum R?, der am wenigsten Informationsverlust bedeutet,

(I2) die bestmogliche Darstellung der Punkte X; € R? mit Abstinden gegeben durch
D" : R4 x R? — R in einem k-dimensionalen Raum.

Die Formulierung von h fiir gegebene Trainingsdaten in hoherdimensionalen Rdumen
(d > 3) kann schwierig sein, da man nicht weif}, wie die Daten geometrisch im Raum
verteilt sind, welche Komponentenkombinationen iiberhaupt interessante Blickrichtungen
auf die Daten bieten konnten und wie die Komponenten von 4 untereinander skaliert wer-
den miissen. Im Gegensatz zur SVM (vgl. Abschn.4.4) ist es jedoch nicht ausreichend, die
Dimension d einfach zu erhohen und 4 : RY — R mit beliebigen nichtlinearen Komponen-
ten zu fiillen. Da beim Unsupervised Learning im Gegensatz zum Supervised Learning das
Korrektiv der Daten Y; fehlt, womit man sich ,,automatisch® vor Uberanpassung schiitzen
kann, muss man beim Unsupervised Learning viel genauer darauf achten, was die einzelnen
Komponenten von 4 in Hinsicht auf das danach auf die reduzierten Daten &IPCA’h’k ange-
wandte Verfahren bewirken sollen und wie diese Komponenten zueinander skaliert sind. In
Beispiel 10.16 etwa war es wichtig, dass B geniigend grofl gewihlt wurde, damit bereits
die erste Hauptkomponente eine wesentliche Vereinfachung fiir die Unterscheidung der bei-
den verschiedenfarbig eingezeichneten Mengen ermoglichte. In diesem Sinne ist (I1) keine
geeignete Interpretation zur Durchfiihrung der nichtlinearen PCA in der Praxis.

Eine Motivation mit (I2) ist vielversprechender. Falls D" einfach genug ist, kénnen die
Resultate des nichtlinearen PCA-Algorithmus auch fiir hochdimensionale Trainingsdaten
X; € R erklirt werden. Wird ein Abstandsmaf Df’ im Raum R? vorgegeben, so kann die
Ermittlung der zugehdrigen Funktion / : R? — R? jedoch schwierig sein. Wir zeigen nun,
warum die Funktionen % nicht unmittelbar angegeben werden miissen. Wegen



336 10 Unsupervised Learning: Dimensionsreduktion

D" (x,x") = |h(x) = h(x) |3 = h(x)Th(x) = 2h(x)Th(x") + R(x)Th(x")  (10.12)

istersichtlich, dass das durch & erzeugte neue AbstandsmaB nur von K (x, x) := h )T h(x")
abhingt. Es ist daher intuitiver, das gewiinschte neue AbstandsmalB mittels K (x, x’) vorzu-
geben.

Das folgende Lemma zeigt, dass der nichtlineare PCA-Algorithmus tatséichlich nur mit
der Angabe von K anstelle von dem zugehorigen # durchgefiihrt werden kann. Insbesondere
zeigt es die Uberfliissigkeit der Berechnung der Eigenvektoren 9/ im hochdimensionalen
Raum R¢ und gibt trotzdem explizite Formeln fiir die Berechnung der zugehérigen Projek-

tionen &Z.PCA’h’k und Aﬁ’k(x) an.

Lemma 10.19 (Der Kern-Trick beim nichtlinearen PCA-Algorithmus) Sei k € N mit
1 <k < min{d,n — 1} und h : RY — R<. Definiere K (x,x") := h(x)Th(x’). Sei
W= Wij)i j=1,.n € R™*" mit

Wij = Ko(Xi, X)),

wobei

n

. 1 < 1 & 1
Ko(x,y) =K(x,y)— — K(x, X)) —— K(X;, — K(X;, Xp).
0(x,y) == K(x,y) ”1_21 (x, X)) n[; (’”+n2”2_:1 (Xi. X1)

Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Definition 10.17:
1 %W besitzt dieselben von null verschiedenen Eigenwerte )A\? wie &/ mit zugehorigen

Eigenvektoren &.hj (mit [|c. j ||% = ,13\7)'
(i) Falls A? > 0, so gilt firx € R und 1 < j < k:

R 1 )
Alk(x); = — Zaﬁ.Ko(x,Xi) (10.13)

Beweis Es ist leicht zu sehen, dass

R 1 <&
Wi ;= hX) — )" (h(X)) = fin),  fin = ;Zh(Xi)-
i=1

Zur Abkiirzung schreiben wir X; = h(X;) — i, und
X7
Xe=| : | erd,

XT

n
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Dann gilt »ho= %XTX und W := XX’ Insbesondere folgt Rang(f)h) = Rang(W) <
min{c? ,n — 1} (*). Wie in Definition 10.17 bezeichne /) die Eigenvektoren mit Léange 1
von =" zu den (absteigend sortierten) Eigenwerten ):7

Seil <j < min{d, n — 1}. Dann ist ):i’ von null verschieden. Wegen &f’j = Xin)(j) gilt
" = X0, Mit S = i’;{)(/) folgt [|&% 13 = n(@UHTShl) = ni?”f)(j) 12 = ni’;
und

lW&h- =X- lXTX o) = AhxpW) = jhah
n n J i
——
—sh

das bedeutet, auch W hat den Eigenwert )AJ]’, allerdings zum Eigenvektor &_h].. Aufgrund von
(*) folgt damit Aussage (i). Mit ¥ := h(x) — i, gilt:

. | 1 1 « .
TAG) — — z:Tsn0) — _— zTxxTph — _— s 3T x.
x'v _i}?x X0 _nih X a'/_n):l; E o - xt X

J J

Damit folgt (ii).

Bemerkung Ist# : RY — R mit sehr hohem d > n, so ergeben sich die Projektionen
&I.PCA’h’k = (&f’l, o?ihk)T trotzdem als Eigenvektoren einer quadratischen Matrix W mit
Hhur Dimension n X n.

In einem néchsten Schritt liegt es nahe, die unterliegende Funktion 4 vollstindig zu
vergessen und nur noch mit der Angabe der Funktion K zu arbeiten. Dies fiihrt zur Kern-

basierten Hauptkomponentenanalyse.

10.1.4 Kern-basierte Hauptkomponentenanalyse

Lemma 10.19 erlaubt die Berechnung des nichtlinearen PCA-Algorithmus aus Definition
10.20 nur durch Angabe einer Funktion K : RY x R? — R, welche eine Dekomposition
der Form

K(x,x)=h@)Th), x,x' eR? (10.14)

mit geeigneter Funktion / : RY — RY (moglicherweise d = 00) besitzt. Anschaulich wird
der nichtlineare PCA-Algorithmus dann im Raum R? mit den eingebetteten Trainingsdaten
h(X;),i =1, ..., n durchgefiihrt. Wir haben in Abschn.4.4 gesehen, dass ein Mercer-Kern
K die Gl. (10.14) mit geeignetem 4 erfiillt (vgl. Definition 4.32 und Satz 4.36). Einige hiufig
genutzte Kerne sind der Gauf3-Kern und der Polynomkern (vgl. Beispiel 4.34). Im Gegen-
satz zur SVM wird bei der Kern-basierten Hauptkomponentenanalyse auch der zentrierte
Polynomkern vom Grad p € N,

K[];gly,zentriert(x’ x) = (XT)C/)P7 x,x' € Rd, (10.15)
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genutzt. Istein Kern K gegeben, so erhalten wir den Kern-basierten PCA-Algorithmus (engl.
kernel-based PCA).

Definition 10.20 (Algorithmus: Kern-basierte PCA)
Seik € N, 1 <k < n — 1. Gegeben seien i.i.d. Trainingsdaten X;, i = 1, ..., n und ein
Mercer-Kern K : R? x RY — Rs. Sei

n

. 1 < 1 & 1
Ko(x,y):=K(x,y) —— K(x, X)) —— K(X;,y)— — K(X;, X
0(x, y) = K(x, ) ”z_Zl (x, X1) ”I_ZI (X1, y) n2”Z_1 (Xi. X))

Wij = Ieo(Xi,Xj)-

Seien )A\{( > .. > )A»f > 0 die k groBten Eigenwerte von %W und &!J(. = (&IKJ., &fi)T,
Jj =1, ..., k die zugehorigen Eigenvektoren mit ”&5’ ||% = nif . Die zu den ersten k Haupt-
komponenten gehorige Projektionsabbildung lautet

~ ~ A ~ T
ARR R S RE AR ) = (AR (o)1, AR ()

R 1 . s

AKX ) = X E oij - Ko(x, Xi).
n . .

Jj i=1

Die Werte &l.PCA’K’k = A,Ifk (X;),i =1, ..., n heiBen die auf die ersten k Hauptkomponen-

ten projizierten Trainingsdaten. ¢

Bemerkungen

e Fiir den linearen Kern K (x,x’) = xTx’ erhalten wir den urspriinglichen PCA-
Algorithmus.

e Fiir hohes n ist die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren von W sehr aufwen-
dig: in der aktuellen Forschung werden je nach beabsichtigter Anwendung Methoden
untersucht, welche beispielsweise annehmen, dass die Eigenvektoren v diinn besetzt
sind (d. h. viele Komponenten sind 0).

e Falls der Kern-basierte PCA-Algorithmus einen moglichst geringen Rekonstruktionsfeh-
ler liefern soll, d. h. die Lage von X; gut mittels &I.PCA’K’]‘ beschrieben werden kann, so
sollte die Wahl von k anhand der geschitzten Eigenwerte A ,f getroffen werden: Wihle k

so grof3, dass

mit vorher vorgegebenem ¢ > 0 gilt (zur Legitimation betrachte Bemerkung 10.26).
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Im Allgemeinen ist man jedoch nicht unmittelbar an einem geringen Rekonstruktions-
fehler interessiert, sondern eine geeignete Wahl von k héngt vor allem von dem danach

~PCA,K k ~PC

auf o; " angewandten Verfahren ab. Auch wenn &; AKK yeine gute Rekonstruk-

tion der Lage von X; ermoglicht, kann bereits durch geringes k eine gute Vereinfachung
der Daten erreicht worden sein (vgl. Beispiel 10.16: Dort liefert &iPCA’h’l eine gute
Vorbereitung fiir das k-means-Clustering, aber aus &I.P CALT yonnen die urspriinglichen

Trainingsdaten X; nicht gut rekonstruiert werden).

Fiir die Kern-basierte PCA mit Kern K erhélt man wie in Gl. (10.12) motiviert die folgende
Modifikation des urspriinglichen euklidischen Abstands D(x, x’) im Raum der Trainings-
daten:

DX (x,x") = h(x)Th(x)=2h()Th(x)+h(x)Y T h(x') = K(x, x) = 2K (x, x)+ K(x', x)

Beispiel 10.21 (Geometrie des Gauf3-Kerns) Fiir y > 0 betrachten wir den Gauf3-Kern
Kf}'au” (x, x") = exp(—y|x — x’||%). Hier ergibt sich

DX (x,x') =2[1 —exp(~yllx — xX'ID)].

Durch Modifikation von y € (0, co) kann dieser Abstand veridndert werden.
Ist y < 1, so gilt wegen e* &~ 1 + z fiir |z] < 1:

DX (x, xy ~ 2y |lx — X3,

d.h. DX (x, x’) imitiert den urspriinglichen euklidischen Abstand |x — x’||% im Raum der
Trainingsdaten X; (bis auf den Faktor 2y, der jedoch keine Veridnderung der Abstidnde der
Punkte untereinander bewirkt). Ist hingegen y > 1, so ist

DX, x)) |> 1, |x —x'|» klein,

lx = x'113 | <1, |x— x| groB

und vormals kleine Abstéinde werden von Kern-basierten PCA-Algorithmus als ,,grof3* ange-
sehen und umgekehrt.

Die erste Hauptkomponente beim Kern-basierten PCA-Algorithmus kann nun Streuun-
gen normal zu allen moglichen Kurven {x € R v Th(x) = 0} (v € R*®) bewerten (d.h.,
eine ,,Trennung* ist nicht nur entlang einer Hyperebene moglich) und liefert so die Richtung
der stirksten Streuung der Trainingsdaten.

Im Falle, dass es zwei klar voneinander separierte niedrigdimensionale Mengen M1, My C
R gibt, um welche die Trainingsdaten X; akkumuliert sind, gibt es zwei Moglichkeiten:

(1) Die Trainingsdaten, welche zu einer der beiden Mengen gehoren (ohne Beschriankung
der Allgemeinheit M7), haben eine wesentlich hohere Streuung als die von M>. In
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diesem Fall werden die Projektionen auf die ersten k Hauptkomponenten priorisiert
versuchen, die zur Menge M gehorigen Trainingsdaten gut zu beschreiben.

(2) Die jeweils zu M1, M, gehorigen Trainingsdaten haben ungefihr die gleiche Streuung.
In diesem Fall wird von den Projektionen auf die erste Hauptkomponente keine der
beiden Mengen priorisiert; stattdessen wird stirker versucht, die Streuung der Trai-
ningsdaten normal zu den Mengen M1, M3 zu beschreiben. Dieser Fall ist besonders
interessant, denn hier konnen die Projektionen zur Trennung der Trainingsdaten ver-
schiedener Mengen genutzt werden.

Da die Abstinde der Trainingsdaten wihrend der Kern-basierten PCA anschaulich mittels
DX beschrieben werden, kann durch geeignete Wahl von y moglicherweise die Situation
(2) hergestellt werden. Damit die Nutzung des GaufB3-Kerns fiir die Trennung von Daten
vielversprechend ist, ist also eine gute Wahl von y notig.

Fiir mehr als zwei Mengen ist solch eine Wahl von y entsprechend schwieriger oder
vielleicht gar nicht moglich.

Beispiel 10.22 (Geometrie des zentrierten Polynomkerns) Der zentrierte Polynomkern
aus GI. (10.15) mitd = p = 2 lautet K (x, x’) = (x”x")? und liefert

DX (x,xy = lIx )15 — 2T X)) + |Ix |13

Im Gegensatz zum GauB3-Kern ist hier keine einfache Interpretation des Abstandsmales
moglich. Wir nutzen stattdessen die Interpretation aus (I1). Hier ist die zugehdrige Funktion
h : R? - R3 leicht identifizierbar (vgl. Beispiel 4.35):

K, x)=hx)ThE'), mit h(x) = (x7, v2x1x2, x3) 7

Anschaulich kann man sich daher eine Anwendung des Polynomkerns vorstellen wie bei
der Durchfiihrung des Beispiels 10.16: Die Daten werden in einen dreidimensionalen Raum
projiziert; die ersten beiden Hauptkomponenten liefern eine Perspektive des entstehenden
dreidimensionalen Gebildes {h(X;) — %Z'}:l h(X;) : i € N} der zentrierten Trainings-
daten in Richtung der niedrigsten Variation der Lage. Es fehlt allerdings ein Parameter zur
Skalierung wie zum Beispiel in Gl. (10.10) oder beim GauB3-Kern, womit der Polynom-
kern sehr unflexibel und eine erfolgreiche Anwendung ,,Gliickssache* ist; die vorliegenden
Trainingsdaten miissen genau zu den vom Polynomkern betrachteten Richtungen passen.

Zum Verdeutlichung betrachten wir die Anwendung der Kern-basierten PCA auf ein Bei-
spiel mit dem Ziel, die vorliegenden Trainingsdaten moglichst gut fiir Algorithmen zur
Bestimmung von Reprisentanten (vgl. Kap.9) vorzubereiten. Das heif3t, das Ziel ist die
Bereitstellung von Projektionen &iP CA.K.k , welche die Modellannahme dieser Algorithmen

moglichst gut erfiillen.
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Beispiel 10.23 Sei M* € {2, 3}. Der Vektor X € R? sei zufillig verteilt gemif

_p. cos(U)
Xi=R (sin(U))’

wobei U gleichverteilt auf [0, 27 ] und

05, Z=1,

. 03, Z=1, N
falls M =2: R=A+ ) P falls M*=3: R=A+31, Z =2,
’ - 1.5, Z=3

wobei A unabhingig von U gleichverteilt auf [—0.1, 0.1], und Z eine von U, A unabhiingige
Zufallsvariable mit P(Z = i) = # (i=1,.., M*)ist.

Wir betrachten zunéchst den Fall M* = 2 und erzeugen n = 400 Trainingsdaten.
Die unterschiedlichen Farben stellen die Zugehorigkeit der Trainingsdaten zu den Reali-
sierungen Z; € {1, 2} dar und dienen dem besseren Verstindnis der Wirkung der Algo-
rithmen. Sie sind wihrend der Anwendung unbekannt. In Abb. 10.6 sind die Ergebnisse fiir
&I.PCA‘K’Z fiir den zentrierten Polynomkern K = sz °lY und den GauB-Kern K = K f’,’““”
fiir verschiedene y > 0 dargestellt. Wie man sieht, liefert der Polynomkern kein zufrieden-
stellendes Ergebnis; es wird keine giinstige Richtung zur Betrachtung der Daten ausgewihlt.
Beim GauB3-Kern mit y = 10 werden die kleinen Absténde zu stark vergroBert und die erste
Hauptkomponente legt zu viel Wert auf eine gute Beschreibung des inneren Kreisrings. Bei
y = 0.1 werden die Abstdnde durch Verwendung des Gauf3-Kerns kaum verindert und die
Beschreibung des grofen Kreisrings wird priorisiert. Mit y = 3 jedoch haben die Daten
beider Kreisringe in etwa die gleiche Variation untereinander und die erste Hauptkompo-
nente versucht die Variation der Trainingsdaten normal zu den beiden Kreisringen gut zu
beschreiben, womit eine Separierung der zu verschiedenen Z; gehorigen Trainingsdaten nur
mit Hilfe der ersten Hauptkomponente moglich ist.

Wir betrachten nun noch das Modell aus Beispiel 10.23 im Falle M* = 3 mit n =

600 Trainingsdaten. Die Projektionen &ip CA.K.2 des Kern-basierten PCA-Algorithmus mit

K = Kf oly und K = K f%uss sind in Abb. 10.7 dargestellt. Wie man sieht, liefert der
Polynomkern hier eine leicht bessere Perspektive auf die Trainingsdaten (verursacht durch
die zusitzliche Streuung der Daten des duBersten Kreises); mit dem Gaul3-Kern kdnnen
die Daten zu verschiedenen Z; nicht mittels der ersten oder zweiten Hauptkomponente
getrennt werden (wir haben hier mit y € {0.3, 1, 5, 30} all diejenigen y ausgewdhlt welche

wesentlich verschiedene Resultate &iP CAK2 liefern).
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Abb. 10.6 Anwendung der Kern-basierten PCA aus Definition 10.20 auf die Trainingsdaten aus

Beispiel 10.23 mit M* = 2. a Trainingsdaten, b
Ky oW ¢ d e

&IPCA,K,Z

. PCA,K,2
®;

mit zentriertem Polynomkern K =

mit GauB-Kern K = K5 mity € {0.1, 3, 10}
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Abb. 10.7 Anwendung der Kern-basierten PCA aus Definition 10.20 auf die Trainingsdaten aus
Beispiel 10.23 mit M* = APCA K2

Kémzy, c—f &Z-PCA’K’Z mit GauB3-Kern K =

3. a Trainingsdaten, b
K3 mit y €{0.3,1, 5,30}

mit zentriertem Polynomkern K
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10.1.5 Theoretische Resultate

Bereits in Gl. (10.11) haben wir den Rekonstruktionsfehler fiir den nichtlinearen PCA-
Algorithmus motiviert. Fiir die Kern-basierte PCA mit Kern K leiten wir daraus eine Defi-
nition des Rekonstruktionsfehlers her. Sei 1 : R — Z 7 €ine Funktion mit der Eigenschaft
aus GI. (10.14), wobei

RJ, d < 00,

Im Falle d = oo nutzen wir zur formal korrekten Beschreibung der auftauchenden ,,unend-
lichdimensionalen” Vektoren den Folgenraum 22 aus Gl. (4.36):

o0
02 = {(ap)ren| Fiir alle k € Nist ax € R und Z a; < oo}
k=1

Mit dem Skalarprodukt (a, b) := aTb:= > e akby wird £2 ein Hilbert-Raum. Mit
2" = E[(h(X)) — ER(X1))(h(X1) — Eh(X1))T]

meinen wir dann 2, := E[(h(X1) —=Eh(X1)); (h(X1) —Eh(X1));1,i, j € Nundfiirv € ¢*
ist die Matrixmultiplikation ©"v € ¢? definiert durch

(M) =% v, jeN.
leN

Genauso ergibt sich die Definition von Eigenwerten und Eigenvektoren. Eine geeignete
Definition fiir den Rekonstruktionsfehler der Kern-basierten PCA ergibt sich nun wie in
Definition 10.9.

Definition 10.24 (Rekonstruktionsfehler bei der Kern-basierten PCA)
Sei K : RY x RY — R ein Mercer-Kern und & : R — Z ; eine Abbildung mit
der Eigenschaft Gl. (10.14). Ist (w(f))1<j<g ein Orthonormalsystem in Z5, k € N und

M = 35—y wPD @Y)T, so heift
RI(IIy) = E| (n(X1) — Eh(X1) — M (h(X1) — ]Eh(Xl))Hi

Rekonstruktionsfehler zur Projektion ITg. ¢

Wie in Lemma 10.10 ergibt sich, dass der Rekonstruktionsfehler minimal wird, falls I aus
den ersten k Eigenvektoren von %" entsteht.
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Lemma 10.25 Es gilt

d
RNy =R () = ) Ak,

(D (k)
wh L w® orthonormal =kt1

wobei (11(-"))l <j<d die Eigenvektoren zu den Eigenwerten A{{ > )»5 > ... > 0von X"
bezeichnen und T} := Y5 _ | v ()T

Das Excess Bayes Risk des Rekonstruktionsfehlers fiir den Kern-basierten PCA-
Algorithmus, welcher (implizit) eine Schitzung 9, ..., 5®) € Z; der ersten k Eigen-

PCA,K k
b

vektoren von " zur Bestimmung von &,. i = 1, ..., n nutzt, lautet entsprechend

k
ER(My) — R(T),  Tle:= Y 6@
j=1

Bemerkung 10.26 Aufgrund Lemma 10.25 ist klar, dass die relative Grof3e der Eigenwerte
)\5.( ,1 <j<dvon »" zueinander die »Schwierigkeit® des Problems der Rekonstruktion
von X aus den Projektionen von h(X;) — Eh(X) auf die ersten k¥ Hauptkomponenten
codieren:

e Ist R(IT}) = 0 oder dquivalent dazu Y°4_, , | A% = 0, so kann h(Xy) — EA(X))
(und damit auch X1) nur auf Basis der Projektionen auf die ersten ¥ Hauptkomponenten

vollstiandig rekonstruiert werden.

e Ist hingegen R(IT}) = fl-l:k+1 )\f im Verhiltnis zu le':l )Lf sehr grof3, so liefern
die ersten k Hauptkomponenten nur sehr eingeschrinkte Informationen iiber die Lage
von h(X1) — Eh(X) und viele weitere Hauptkomponenten wiren notig, um die Lage
genauer zu beschreiben.

e Allgemein gibt das Verhiltnis
i1
Z JjeN )‘5'{
ein MaB dafiir an, wie gut X aus den Projektionen auf die ersten k Hauptkomponenten
ermittelt werden kann.

Man kann zeigen (vgl. Satz 10.28(i)), dass im Allgemeinen alle Eigenwerte Af, j=1,...d
Einfluss auf das Excess Bayes Risk ER(ﬁk) — R(HZ) nehmen. Analog zu Definition
10.12 formuliert man daher fiir eine vorgegebene, monoton fallende nichtnegative Folge
c(j)) =1 reeller Zahlen:

.....
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Modellannahme 10.27 (Kern-basierte PCA: Typ 2 (Rekonstruktion)) Es gelte )Lf <

c(HG=1,...d).

In [24] werden Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit von ER(fIk) — R(IT}) in
Abhingigkeit von k, n und d getroffen. Es gilt (vgl. [24, Theorem 2.9 und Section 2.4]):

Satz 10.28 Es sei EK (X1, X1) < oo und es gebe eine Konstante C; > 0, so dass fiir alle
u € Zj; gilt:

sup !~ 'PE[|IK (X1, w)[1'* < CIEIK (X1, u)*]'/? (10.16)
leN

Es sei weiter k < N 6”C2 mit einer Konstanten C3 > 0, und es gelte die Modellannahme
3

10.27.

(i) Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0 (nur abhingig von C1, C3), so dass

00 k d
ER(T)—RIT) = cn (Y ) [ Ve Y o] a0
j=1 j=1 j=k+1

und R(ITE) < 394 44 c(j).

(i1) Istspeziellc(j) = e~/ miteinem p > 0, so gibt es eine Konstante ¢ > 0 (nur abhéngig
von C1, C3, p), so dass

min{k, log(e - n)} e ”

ER(I1;) — R(IMY) < c———=— "1 R(ITY) <
() = R(TT)) < ¢ . M) = 7=

—pk

- e

Bemerkungen
e Die tatsichliche Qualitdt des Kern-basierten PCA-Algorithmus wird durch den erwar-
teten Generalisierungsfehler ER(IT;) gemessen. Fiir diesen gilt

ER(f1y) = [ER(Tx) — R(ITH)] + R(TY), (10.18)

womit durch die Aussagen (i),(ii) jeweils eine Abschitzung moglich ist. Eine zentrale
von Satz 10.28 ist, dass der Term nicht unmittelbar von der Dimension des Raums
Z;, in welchen die Trainingsdaten eingebettet werden abhingt, sondern nur iiber die

Terme Z’f: LAY, §:1 \/E und Z;[: k+1 A} Die durchgefiihrte Einbettung in einen
moglicherweise unendlichdimensionalen Raum fiihrt also im Allgemeinen nicht zu einer
drastischen Verschlechterung der Konvergenzrate.

e GIl. (10.16) ist eine Momentenbedingung an die Zufallsvariable K (X1, u). Sie ist bei-
spielsweise erfiillt, wenn
— K(x,x") = xTx’ der lineare Kern und X; normalverteilt ist oder

— K beschrinkt ist, z.B. falls K der GauB3-Kern ist.
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Mathematische Bedeutung der Projektionen
In diesem Abschnitt leiten wir heuristisch her, welches Objekt durch die Projektionen
&Z.PCA’K’k = (&ﬁ, &illi)T geschitzt wird bzw. wie sich die Giite von &I.PCA’K’k bewerten

lasst. GemiB Definition 10.20 gilt

ol =AKXxp;. i=1...n j=1..k

wobei
1 n
- Tk
AR @) == D af Kolx, Xy). (10.19)
niy =
J i=1
Mit anderen Worten, & If = (&ﬁ" &g)T entsteht durch sukzessives Einsetzen der Trai-

ningsdaten X;,i = 1, ..., n in die Projektionsabbildung A,f (x); : R? - R.

Im Kern-basierten PCA-Algorithmus werden die Eigenvektoren 9/) nicht mehr expli-
zit ermittelt, sie sind aber theoretisch als Eigenvektoren von =" zu den Eigenwerten if
berechenbar. Fiir groes n € N erwarten wir $h ~ ©" und daher 9 ~ U ), ):5( ~ Af
(Notation aus Lemma 10.25). Weiter gilt

ARy = () - % Z:l X)) oW,

entsprechend erwarten wir
AR — (h0) —Er(xi)) oW =1 AK (x);

Setzen wir AK*(x) := (AKX (x)1, ..., AKX (x)1)T, so folgt: Die Werte

~PCAKk _ ~K.k .
@; =A"X;), i=1..,n

entsprechen Schiitzungen der ,,optimalen Projektion AXK(X;) von X; auf die ersten k
Hauptkomponenten, und wir erwarten, dass

sup &l KR _AKK(xpy = sup JAKKR(X) — AKK(X) > 0 (n > o0).

i=l1,..., n i=1,...,n

Durch immer mehr Trainingsdaten (n — oo) wird also die ,,wahre*“ Projektionsabbildung
AK-* immer genauer bestimmt und die Schitzungen &5 fir AK(X;) j werden immer besser.
In Abschn. 10.2.4 wird im Kontext des spektralen Clusterns ein theoretisches Resultat fiir

diese Aussage prisentiert.

Alternative Definition der,, wahren” Projektion
Eine mathematische Definition von AX (1) j (j =1, ..., k) ohne die explizite Verwendung
der Eigenvektoren v(/) ist wie folgt moglich: Gl. (10.19) ist dquivalent zu



348 10 Unsupervised Learning: Dimensionsreduktion

Ak A 1 o N
A AT ==Y AT - Ko, X, x e RY,
i=1

d.h. fiir n — o0 erwarten wir

AR = E[Ko(x, XDAK(X1);], x eRY,

wobei
Ko(x,y) = K(x,y) —EK(Xy,y) —EK(x, X1) — EK (X1, X2).

Das bedeutet: AX () j ist Eigenfunktion des Operators
Tx : L*(P*) > L*(PY),  (Tkg)(x) := E[Ko(x, X1)g(X1)] (10.20)
zum Eigenwert )»5.(, wobei
L*(PX1) := {g : RY - R messbar : E[g(X1)?] < oo}. (10.21)

Wegen ||6z_’j(. 13 = n):j.( erwarten wir auBerdem

| N 1 < .
E[AX (X1)]] < - > AKxn*= - Y@k =i 50K - o0,

i=1 i=1

was eine Normierung der Funktionen AX (x) j und damit eine eindeutige Eigenfunktion
charakterisiert. Wir erhalten:

Definition 10.29
Sei k € N. Es seien )\f > k§ > > kf > ( die k grofiten Eigenwerte des Operators aus
Gl. (10.20) mit zugehorigen Losungen g, j = 1, ..., k mit E[g;(X1)?] = xf . Dann heiBt

ARE L RE S R AKE ) 1= (AR )1, e, AR OOT

mit AK (") j = gj die zur Verteilung PX1 und zum Kern K assoziierte wahre Projektions-
abbildung der Kern-basierten PCA. ¢
Werden die reduzierten Trainingsdaten &iP CAKK zur Verarbeitung mit einem weiteren Ver-
fahren V des maschinellen Lernens genutzt, so konnen wir nun mit Hilfe von ALKk die
entsprechende Modellannahme analog zu Modellannahme 10.8 kompakt formulieren.

Modellannahme 10.30 (Kern-basierte PCA: Typ 1 (Weiterverarbeitung)) Weiterverar-
beitung der Projektionen auf die ersten k Hauptkomponenten:
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e Supervised Learning: Die Modellannahme von V gelte fiir (AXk(X1), Y1) (und nicht
fir (X1, Y1)).

e Unsupervised Learning: Die Modellannahme von V gelte fiir AX-*(X1) (und nicht fiir
X1).

10.2 Spektrales Clustern

Bei der Kern-basierten Hauptkomponentenanalyse stand im Vordergrund, die Trainingsda-
ten in der Dimension zu reduzieren, so dass der Rekonstruktionsfehler moglichst gering
war. Indem bestimmte Komponentenkombinationen oder Eigenschaften der Daten durch
Skalierung o.A. besonders herausgehoben werden, werden diese vom PCA-Algorithmus
als notig fiir eine gute Rekonstruktion erachtet und finden auch Eingang in die reduzierten
Trainingsdaten. Daher kann durch geeignete Wahl des Kerns auch der PCA-Algorithmus
als Vorbearbeitung der Daten fiir Verfahren des Unsupervised Learnings genutzt werden.

Beim spektralen Clustern wihlt einen anderen Ansatz: Aus den gegebenen Trainings-
daten X; € R?, i = 1, ..., n sollen ebenfalls reduzierte Daten o; € R¥, i = 1, ..., n mit
k < d ermittelt werden, die allerdings keine moglichst gut Rekonstruktion der Lage von X;
liefern sollen, sondern von deren Abstdnden zueinander. Die Anwendung erfolgt mit dem
Ziel, insbesondere Algorithmen des Unsupervised Learnings zum Trennen der Daten bzw.
zum Zuordnen zu Reprisentanten auf ¢«; anwenden zu kdnnen. Wir werden das spektrale
Clustern daher zunédchst mit Hilfe eines graphentheoretischen Problems zur Trennung von
Daten motivieren. Im zweiten Teil des Abschnitts formalisieren wir das Problem des Fin-
dens geeigneter niedrigdimensionaler Daten, welche die Abstdnde zwischen den urspriingli-
chen Trainingsdaten ndherungsweise erhalten. Eine wichtige Rolle fiir die Interpretation der
Optimierer spielt hierbei die verwendete Normierungsbedingung, die wir aus der grafischen
Motivation ableiten.

Nach der vollstindigen Formalisierung des Problems werden wir sehen, dass bis auf
die Normierungsbedingung nahezu dasselbe Problem wie bei der Kern-basierten Haupt-
komponentenanalyse gelost wird, was die Ubernahme der jeweiligen Interpretationen der
Optimierer ermoglicht.

10.2.1 Optimale Graph Cuts

Wir geben im Folgenden zunéchst einen grafisch motivierten Ansatz, wie gegebene Trai-
ningsdaten X;, i = 1, ..., n anhand ihrer Abstinde zueinander méglichst sinnvoll in zwei
Gruppen eingeteilt werden konnen. Die Trainingsdaten X; und deren ,,Ungleichheiten‘
untereinander konnen anschaulich mit einem gewichteten Graphen dargestellt werden. Wir
fiihren zunéchst die formale Definition ein:
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Definition 10.31 (Gewichteter Graph)
Ein gewichteter Graph ist ein Tripel G = (V, E, W), wobei

e V die Menge der Knoten (vertices),

e E C V x V die Menge der Kanten (edges),

o W e R¥>*V egine symmetrische Matrix ist, deren Komponenten W; j das Gewicht
(weights) zwischen zwei Knoten i, j € E beschreibt.

¢

Sind Trainingsdaten X; und eine Abstandsfunktion D : R? x RY — R gegeben, so
induzieren diese einen gewichteten Graphen:

Definition 10.32 (Induzierter reduzierter c-Nachbarschaftsgraph)
Seie > 0.Sei V := {1, ..., n} die Menge der Indizes der Trainingsdaten, und setze

(i,j))eE < DX, Xj))<se, i#]. (10.22)
Setze fiir ein y > 0:
Wij :=exp ( —y - D(X;, Xj)) L4, HeE) (10.23)
Der Graph G,, := (V, E, W) heilt induzierter reduzierter e-Nachbarschaftsgraph. ¢
Bemerkung 10.33
e Durch die Charakterisierung der Kanten mittels Gl. (10.22) werden Verbindungen zwi-
schen X;, X ; mit sehr groBen Abstéinden D(X;, X ;) entfernt.
e Ist y > 0, so sind die Gewichte W;; ein MaB fiir die ,, Gleichheit” zweier Beobach-

tungen X;, X ;. Ist W;; also sehr klein, so sind X;, X ; sehr verschieden. Im Extremfall
D(X;, X;) = gist W;; = 0.

Beispiel 10.34 Wir betrachten sechs Punkte X1, ..., X¢g € R2, siehe Abb.10.8. Der ¢-
Nachbarschaftsgraph hat dann die Knotenmenge V = {1, ..., 6}. Fiir die Wahl ¢ = 6 ergibt
sich die Kantenmenge

E ={(1,3),(1,4), (2,4, (2,5),(2,6),(3,4),4,5), (5,6)}.

Die symmetrische Gewichtsmatrix W fiir den Fall y = 0 lautet:



10.2 Spektrales Clustern 351

Dargestellt ist D{X;, X;) = [|X; = X3 ¥ Dargestellt ist W,

] ®
Dargestellt st Wi, Dargestellt ist Wy,

[] 1 F] 3 4 5 [ H 8 [ 10 [ 1 F] 3 4 5 3 7 [ [ 10

Abb. 10.8 a, b Darstellung der Abstéinde D(X;, X;) = | X; — X ||% und Gewichte W;; fiir ein
Beispiel in R? mit sechs Punkten. ¢, d Darstellung der e-Nachbarschaftsgraphen fiir ¢ = 6, ¢ mit
y = 2—10, dmity =0

001100
000111
100100
111010
010101
010010

we=6y=0 _

In Anwendungen wird hiufig ¢ = co und 0 < y < oo gewihlt, so dass durch die
Definition (10.22) keine Kanten geldscht werden, der Graph demzufolge fast noch alle
Trainingsdaten miteinander verbindet und die Informationen iiber deren ,,Ungleichheiten*
vollstdndig aus der Gewichtsmatrix W;; gewonnen werden.

Fiir die Herleitung des spektralen Clusterns aus einem graphentheoretischen Problem
betrachten wir aber zunichst den Fall 0 < ¢ < 0o, y = 0 und haben das Ziel, die Daten in
K* = 2 Mengen aufzuteilen. Im Folgenden gehen wir also davon aus, dass die Gleichheit der
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X; im Nachbarschaftsgraphen G, allein durch das Vorhandensein einer Kante ausgedriickt
wird und stets W;; € {0, 1} gilt. Wir gehen zum besseren Verstiindnis des Parameters y im
Folgenden aber auch jeweils auf den Fall y > 0 ein.

Ansatz Wir teilen die Menge der Knoten V so in zwei Mengen S, S := V\S auf, dass
die Gewichtssumme der dadurch geloschten Kanten (d.h. Kanten mit Knoten in S und S)
moglichst klein ist. Formal bedeutet dies,

> Wy (10.24)

ieS,jesS

iiber alle Teilmengen S C V zu minimieren. In der Literatur nennt man die Bestimmung einer
solchen Aufteilung optimalen Graph Cut. Ist y > 0, so werden durch dieses Vorgehen vor
allem Kanten mit sehr kleinen Gewichten entfernt, d. h. es werden Verbindungen zwischen
sehr verschiedenen X;, X ; geloscht.

Obiger Ansatz hat noch ein Problem: Es gibt eine triviale Losung S = @, S = V, denn
dann ist die Summe in GI. 10.24 leer. Dieses Problem wird iiblicherweise umgangen, indem
man fordert, dass beide Teile S, S in etwa gleich viele Kanten enthalten, d. h.

Gewicht in S ~ Gewicht in §. (10.25)

Im Folgenden wollen wir diesen Ansatz formalisieren. Die Menge der Teilmengen S C V
ist fiir groes n sehr grof, so dass eine exakte Losung im Allgemeinen nicht moglich ist. Wir
konzentrieren uns daher von vornherein auf eine geeignete approximative Losung. Solch
eine Approximation ldsst sich natiirlicher im Raum R” finden, da Zahlen algorithmisch
leichter approximiert werden konnen als Mengen. Eine Beschreibung der Aufteilung S, S
kann wie folgt mit einem Vektor & € R" ausgedriickt werden.

Definition 10.35 (Induzierte Zerlegung)
Jedes o € {—1, +1}*" induziert eine Zerlegung V = S U S mittels

aj=1 < ieS

und die Zerlegung heif3t die von « induzierte Zerlegung.
Die Indikatorvektoren %(]1 +a), %(]1 —a) € {0, 1}#\/ geben dann die Zugehorigkeit von
i € V an mittels

1 . 1 -
[E(Il—i—a)]i:l < i€, [E(]l—a)]izl — ies.
¢

Zur kompakten Beschreibung der Bedingung aus Gl. (10.25) benotigen wir noch die folgende
Definition:
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Definition 10.36 (Gradmatrix, Volumen)
Fiir einen gewichteten Graphen G = (V, E, W) heif3t die Diagonalmatrix D = D(G) €

R#V x#V mit
D;; = Z Wij
die Gradmatrix von G. Das Volumen einer Menge S C V von Knoten ist
vol(8) 1= Y " Dj;.
ieS§

¢

Im Falle y = 0 zihlt D;;, mit wie vielen anderen Knoten i verbunden ist (der Grad des
Knotens i. Das Volumen vol(S) driickt dann aus, wie viele Kanten insgesamt von allen
Knoten der Menge S ausgehen.

Im Folgenden formalisieren wir die durch GI. (10.24) und Gl. (10.25) aufgestellten Gro-
Ben und Bedingungen mittels des Indikatorvektors:

Bemerkung 10.37 Sei L := D — W die Laplace-Matrix und o € {—1, +1}*" . Dann gilt:
(10.24) hat die Form

> Wi = (e La), (10.26)
ieS,jes

und die Bedingung (10.25) kann formalisiert werden als

vol(S) = vol(S) <= (D1,a)=0. (10.27)
Beweis Es gilt:
> Wy
ieS,jes
1 1
=Y Wil (11+a>]l A -l =7 3 Wy (o —aj —aiatj)
i,jeV i,jeV 2

o

:%(Za?ZWij-i-ZaiZle Do) Wi “W“>

ieV jev ieV jev jev ieV
——
D;; =0 (da W=WT)
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Weiter ist

vol(S) = vol(S)

1 1
D Di-5(+an=2 Di-(1-a)
ieV ieV

<— 0= Z]Di[ . I:%(l + o) — %(1 —Oll'):l = Z]Diiai-

ieV ieV
Wir kénnen nun einen optimalen Graph Cut mittels des Indikatorvektors o € {—1, +1}#V
beschreiben:
Definition 10.38 (Optimaler Graph Cut)
Sei G = (V, E, W) ein gewichteter Graph. Sei &06¢€ ¢ {—1, —i—l}#v eine Losung von

. 1

min  —(«, Lae) unter NB (D1, «a) =0.
ae{—1,+1}#v 4

Dann heift @ °°C optimaler Graph Cut von G. ¢

Beispiel 10.39 (Fortsetzung von Beispiel 10.34) Hier ist
D = diag(2, 3, 2,4, 3, 2).

Die Nebenbedingung (D1, o) = 0 <= vol(S) = vol(S) erlaubt insgesamt zwdlf Auftei-
lungen fiir S, S. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann {2} € S, {5} € S angenommen
werden, so dass noch folgende sechs Kombinationen relevant sind: Jede dieser Aufteilun-

S S %W’ La) = ZieS,jeE Wij
{1,2,4}| {3,5,6}| 7
{2,3,4}] {1,5,6}] 7
{2,4,6}| {1,3,5}| 7
{2,3,6}| {1,4,5}| 7
{1,2,6}] {3,4,5}| 7
{1,2,3}| {4,5,6}| 7

gen entspricht also einem optimalen Graph Cut. Die naheliegende Aufteilung S = {1, 3, 4},
S = {2, 5, 6} ist allerdings aufgrund der zu erfiillenden Nebenbedingung nicht enthalten.

Wiirde man stattdessen den e-Nachbarschaftsgraphen mit ¢ = 5.5 betrachten, so wiirde
die Kante (4, 5) im Graphen fehlen und es ergibe sich der optimale Graph Cut S = {1, 3, 4},
S =1{2,5,6} mit }(a, Lat) = 2.
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Wie an Beispiel 10.34 gesehen werden kann, hat die Formulierung noch mehrere Nachteile:

e Die Anzahl der zu iiberpriifenden Indikatorvektoren o € {—1, +1}*V betriigt 2#V, wiichst

also exponentiell in #V. Im Falle des induzierten e-Nachbarschaftsgraphen der Beob-
achtungen X; ist #V = n die Anzahl der Trainingsdaten.

e Die Bedingung (D1, a) = 0 bzw. vol(S) = vol(S) ist sehr strikt und schlieBt mogli-
cherweise die ,,visuell erwartete’ Losung aus.

Durch die im Folgenden besprochene Approximation werden beide Probleme simultan
gelost.

Ansatz Ahnlich wie beim Ansatz zur Klassifizierung (vgl. Abschn. 3.3) erweitern wir den
Raum der moglichen Indikatorvektoren o von {—1, +1}#V auf R*V. Wihrend zuvor alle
Moglichkeiten fiir « einzeln gepriift werden mussten, wandelt sich das Problem nun in ein
stetiges Optimierungsproblem in R*Y um. Zusitzlich wird die Bedingung (D1, &) = 0
durch die mogliche Abweichung von «; zu 1 abgeschwicht.

Durch die Erweiterung auf « € R*Y wird allerdings die Normierung von « aufgegeben.
Insbesondere wire dann o = 0 eine Losung. Wir miissen daher wieder eine Normierung von
« einfiihren (d. h. eine Gleichung fiir die Komponenten von «). Eine sinnvolle Bedingung
lautet

(Do) = > Dyje? = Y Dy, (10.28)

ieV ieV
denn diese wire im Falle von o; = £1 wegen oziz = 1 immer erfiillt. Tatséchlich verwen-
den wir die Normierung ,,= #V** auf der rechten Seite von GI. (10.28) (in der Praxis wird
teilweise auch ,,= 1% genutzt). Dies ist keine Einschrinkung; die urspriinglichen o kénnen
dann durch Multiplikation mit (%)1/ ? erhalten werden. Die Einfiihrung dieser Nor-
mierungsbedingung fiihrt dazu, dass die Losung weiterhin versucht, die Punkte in der Ndhe
von i(%)l/ ? auszurichten.
ieV

Es ergibt sich die folgende Approximation der Losung aus Definition 10.38.

Definition 10.40 (Approximation: Optimaler Graph Cut)
Sei G = (V, E, W) ein gewichteter Graph. Sei @ € R*V eine Losung von

1
min Z(a, La) unter NB (D1, a) =0, (Da, o) = #V. (10.29)

aecR*V

Die Zuordnung

N ~ . ~ . . . 1, z>0,
ozl.OGC’ =sign(®;), i=1,..,#V, wobei sign(z) =
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liefert @ °¢C-~ e {—1, +1}*" und heiBt approximativ optimaler Graph Cut von G. ¢

Fiir dieses Optimierungsproblem existieren explizit berechenbare Losungen, die durch die
Eigenwerte und Eigenvektoren eines verallgemeinerten Eigenwertproblems gegeben sind.

Satz 10.41 Seien p; € R, al) e R*V, j =1, ...,#V Losungen der Gleichung
Lo = pDa (10.30)

mit0 < p; < p2 < ... < pgy und (D), @)y = #V. Dann ist & := o® eine Losung des
Optimierungsproblems (10.29).

Beweis Man erhilt ein lokales Minimum durch Ableiten der zu diesem Optimierungs-
problem assoziierten Lagrange-Funktion. Dass dieses lokale Minimum sogar ein globales
Minimum ist, kann mit dem Courant-Fischer-Theorem bewiesen werden.

Bemerkungen

o Seil=(l,...,1)T € R". Wegen L - 1 = Oist p; = 0und &) = (#)1/211. Die
Losung a1, welche zum kleinsten Eigenwert p; gehort, ist also allein schon aufgrund
ihrer Vorzeichen nicht interessant.

e Das Optimierungsproblem in Gl. (10.30) heif3t verallgemeinertes Eigenwertproblem und
die Losungen o) heiBen verallgemeinerte Eigenvektoren. Durch die Definition Ly :=
D121 D1/2 ynd y = D!/2¢ kann stattdessen das ,,normale‘ Eigenwertproblem

Lyy = py

gelost werden. Die Losungen @ werden dann erhalten durch o = D~1/2y.
e Im Zusammenhang mit GI. (10.30) nennt man den Vektor ® in der Graphentheorie
Fiedler-Vektor.

Beispiel 10.42 (Fortsetzung von Beispiel 10.34) Im Falle ¢ = 6, y = 0 erhalten die
Losung a® = (0.87, —0.50, 0.87,0.27, —0.50, —0.77)" und damit

G2 = (1, -1, 1,1, -1, =D (10.31)

Dies entspricht der visuell erwarteten Aufteilung S = {1, 3, 4}, S=1{2,5,6}.

Durch die Relaxierung des Problems ist es nun auch méglich, Gewichte W;; € [0, 1]
und damit y > 0 zu verwenden. Als Beispiel betrachten wir den voll verbundenen e&-
Nachbarschaftsgraphen mit ¢ = oo, y = 21—0, welcher in Abb. 10.8b dargestellt ist. Dann
ist
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0.00 0.14 0.40 0.71 0.03 0.02
0.14 0.00 0.07 0.27 0.46 0.65
0.40 0.07 0.00 0.72 0.09 0.02
0.71 0.27 0.72 0.00 0.17 0.09
0.03 0.46 0.09 0.17 0.00 0.74
0.02 0.65 0.02 0.09 0.74 0.00

WeE=00y=5)

In diesem Fall erhalten wir «® = (0.88, —0.62, 0.88, 0.70, —0.82, —0.96) und wieder
&9YC~ wie in Gl. (10.31). Man sieht, dass die Verwendung von stetigen Gewichten (ohne
vorheriges Reduzieren des Graphen) in diesem Fall zum gleichen Ergebnis fiihrt. Hier unter-
scheiden sich die einzelnen Werte von «® auch deutlicher voneinander, was zu stabileren
Graph Cuts fiihrt.

10.2.2 Anwendung und Interpretation: Spektrales Clustern

Das zuvor besprochene Finden eines optimalen Graph Cuts erlaubt es, Trainingsdaten in
K* =2 Mengen (,,Cluster) zu zerlegen. Eine Verallgemeinerung dieser Technik auf mehr
als zwei Cluster erscheint allerdings schwierig, insbesondere in Hinsicht auf die Verwen-
dung der Indikatorvektoren o € {—1, +1}*V. Bisher fehlt auch noch eine mathematische
Beschreibung, neue Datenpunkte x € R? einem der Cluster zuzuordnen.

Fiir eine Verallgemeinerung beginnen wir zundchst mit einem neuen Ansatz und erkennen
dann dessen Verbindung zur bisher besprochen Theorie. Das urspriingliche Ziel war die
Projektion der hochdimensionalen Trainingsdaten X; auf einen niedrigdimensionalen Raum,
wobei die Abstidnde zwischen X; moglichst auch im niedrigdimensionalen Raum beibehalten
werden sollen.

Setzen wir fiir y > 0

Wi =exp(—vy D(Xi, X)), (10.32)

so erhalten wir mit Wi ; ein MaB fiir die Gleichheit zwischen zwei X;, X ;: Wi j istklein, falls
X, X sehr verschieden beziiglich der Abstandsfunktion D sind.

Bei einer 1-dimensionalen Projektion ist unser Ziel, einen Vektor & = (&1, ..., &) € R”"
zu finden, sodass dessen i-te Komponente &; € R das Trainingsdatum X; im eindimensio-
nalen Raum repriisentiert. Ein sinnvoller Ansatz fiir die Wahl von & ist:

. . 1 &« 2
¢ €argminJ (@), J(@) =g > Wijlai —a))?, (10.33)

acR” ij=1
denn dann sind &;, &@; nahe beinander genau dann, wenn Wi j groB ist, d.h. wenn X;, X;
einen geringen Abstand zueinander haben. Der Faktor % andert die Losung nicht und ist in
Hinsicht auf die gleich folgenden Resultate gewihlt. Das obige Optimierungsproblem muss
allerdings wieder zwei Nebenbedingungen unterworfen werden:
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e Die triviale Losung @ = 1 muss ausgeschlossen werden.

e Wir benétigen eine Normierung fiir &. Wire nimlich @ Minimierer, so wiirde %& noch
einen kleineren Wert fiir J liefern; daher besitzt J im Moment nur den trivialen Mini-
mierer & = 0.

Eine sinnvolle Wahl der Nebenbedingungen ist hier nicht offensichtlich. Es gilt jedoch das

folgende zentrale Resultat, welches eine Verbindung des Ansatzes aus Gl. (10.33) mit dem
Finden eines optimalen Graph Cuts erlaubt.

Lemma 10.43 Essei D € R"*" eine Diagonalmatrix mit ]1~)ii = Z?:l W,-j, i=1,..,n
und L = D — W. Dann gilt fiir alle « € R™:

J(o) = %(a, La)

Beweis Es ist

non n non
J(a):é(ZZWijOliz—Z Z Wijaiotj-l-ZZWijOl?)

i=1j=1 ij=1 j=li=1

—— M
=Dj; =(a,Wa) =Dj;
=(a,1]~30c) =(a,ﬂ3a)

= %(a, (1]3 - Wa) = %(0[, Lo).

Damit erhalten wir die Aquivalenz des Problems vom approximativen Graph Cut und der
Bestimmung der optimalen eindimensionalen Projektion:

Bemerkung 10.44 Die Funktion J(«) entspricht fast genau der Optimierungsfunktion
beim Finden eines approximativ optimalen Graph Cuts mit einem Nachbarschaftsgraphen
mit Gewichtsmatrix W = W und ¢ = oo, vgl. Definition 10.40. Der einzige Unterschied
entsteht durch die Tatsache, dass in GIl. (10.33) Wi,- # 0 ist, aber W;; = 0 gilt, d.h. die
Diagonalelemente der Gewichtsmatrizen stimmen nicht iiberein. Offensichtlich hat dies
keinen Einfluss auf die Laplace-Matrizen (es gilt L = I:), sondern nur auf die Gradma-
trizen (D # D). Da fiir groBe Anzahlen von Trainingsdaten der Einfluss von W;; auf die
Komponenten von D gering ist, werden wir diesen Unterschied im Folgenden ignorieren.

Fiir die Bestimmung des optimalen Graph Cuts kennen wir sinnvolle Nebenbedingungen;
diese sind (nun iibertragen auf das obige Problem) gegeben durch Gl. (10.29):

(D1,0) =0, und (Da,a)=n (10.34)
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Andererseits erhalten wir so auch eine stirkere anschauliche Interpretation der Losung eines
approximativen Graph Cuts: Sie liefert den Vektor @ € R”, welcher die Trainingsdaten
beziiglich der Abstandsfunktion D und der Gewichtsmatrix W am besten in den eindimensio-
nalen Raum projiziert. Unter Nutzung der Nebenbedingungen aus Gl. (10.34) erhalten wir:

Definition 10.45 (Eindim. abstandserhaltende Projektion der Trainingsdaten)

Es seien W, D und L wie in Lemma 10.43. Sei & = (&1, ..., &,)7 € R" Losung von
o1 ~ ~ -
min —(«, La) unter NB (D1,a) =0, und (Da,a)=n.
acRr 4
Dann heiBt & optimale eindimensionale abstandserhaltende Projektion von X1, ..., X,,.

Eine Aufteilung in zwei Cluster ist gegeben durch

) 1, & <0,
Ciy=1 ¥~ (10.35)
2, &i > 0.

Bemerkung 10.46

e Die Berechnung erfolgt wie in Satz 10.41 durch Losung eines generalisierten Eigenwert-
problems.

e Die Wahl der Zuweisungsfunktion C (i) ist motiviert durch die Interpretation von & als
approximativ optimaler Graph Cut.

e Falls man die Daten in mehr als zwei Cluster aufteilen mochte, so kann man nun auf
&1, ..., &, € R auch eine der vorher besprochenen Clustering-Methoden nutzen, bei-
spielsweise k-means-Clustering. Dies ist méglich durch die Interpretation von & als Pro-
jektion der Daten in die niedrigere Dimension 1.

e Allgemeines Verhalten von @: Besonders praxisrelevant ist das Trennungsverhalten von
« fiir y > 1: In diesem Fall sind die Eintrige von Wi ; aus Gl. (10.32). In diesem Fall ist
Wi ; nur wesentlich verschieden von null, wenn D(X;, X ;) sehr klein ist; ansonsten ist
stets Wi ;i ~ 0. Es wird also eine imaginire Situation erschaffen, in der nur Trainingsdaten
X;, X; mit kleinem D(X;, X;) noch nah beieinander liegen; alle anderen Paare haben
,unendlich grolen” Abstand. In Hinsicht auf das urspriingliche Minimierungsproblem
Gl. (10.33) legt & also das Hauptaugenmerk darauf, dass die Daten so in zwei Men-
gen getrennt werden, dass sehr nah beieinander liegende Trainingsdaten in der gleichen
Menge liegen. @ sucht in den Trainingsdaten also nach zwei Punktmengen, die deutlich
voneinander separiert, aber untereinander eng verbunden sind. Mit anderen Worten, &
findet die zwei grofiten zusammenhédngenden Punktmengen in den Trainingsdaten und
weist der einen Punktmenge negative, der anderen Punktmenge positive Werte zu.

Wir untersuchen nun das Verhalten von & anhand eines Beispiels.
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Beispiel 10.47 Wir betrachten n = 400 Trainingsdaten aus Beispiel 10.23 mit M* = 2. In
Abb. 10.9a sind die Trainingsdaten dargestellt, wobei die verschiedenen Farben die Zuge-
horigkeit zu den verschiedenen Kreisringen (Z; € {1, 2}) symbolisieren. Diese dienen hier
nur zum besseren Verstdndnis der Resultate und sind wihrend der Berechnungen unbe-
kannt. In Abb. 10.9b, c, d sind die Vektoren & aus Definition 10.45 fiir y € {0.1, 10, 100}
unter Verwendung des euklidischen Abstands D(x, x’) = ||x — x’ ||% dargestellt. Wie man
sieht, ist die durch Gl. (10.35) gegebene Zuordnung erst fiir y € {10, 100} korrekt. Fiir
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Abb. 10.9 Darstellung der optimalen eindimensionalen abstandserhaltenden Projektionen erhalten
aus n = 400 Trainingsdaten aus Beispiel 10.23 mit M* = 2. a Trainingsdaten, b, ¢, d Darstel-
lung von & aus Definition 10.45 fiir die verschiedenen Beobachtungen i € {I, ..., n} (y-Achse) mit
verschiedenen y € {0.1, 10, 100}
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groBeres y werden die zu verschiedenen Kreisringen gehorigen Trainingsdaten immer deut-
licher separiert, wie in der Bemerkung nach Definition 10.45 beschrieben.

In praktischen Beispielen muss die Wahl von y jedoch mit mehr Bedacht erfolgen. Im
Allgemeinen sind die Trainingsdaten verrauschter und klare Aufteilungen in zwei Punktmen-
gen gehen aus diesen nicht exakt hervor. Als Beispiel betrachten wir die leicht abgeédnderten
Trainingsdaten in Abb. 10.10a. In Abb. 10.10b, c ist die eindimensionale Projektion & unter
Verwendung von y = 1000 und die entsprechende Zuordnung gemif (10.35) farblich dar-
gestellt; In Abb. 10.10d, e dasselbe fiir y = 10. Ein zu grof} gewihltes y fiihrt hier zu einer
nicht korrekten Erkennung der Trainingsdaten aus den beiden verschiedenen Kreisringen, da
es durch die Kontamination eine giinstigere Aufteilung in zwei leichter trennbare Punktmen-
gen gibt. Mit y = 10 werden auch ,mittelgrofe” Abstidnde zwischen den Trainingsdaten
bei der Berechnung von & beriicksichtigt, was dazu fiihrt, dass & eine Trennung entlang der
,,Verbindungsbriicke“ als giinstiger erachtet, um die Abstinde moglichst adiquat in einer
Dimension wiederzugeben.

Im Allgemeinen kann auch nicht erwartet werden, dass auch mehr als zwei zusammenhén-
gende Punktmengen (vgl. zum Beispiel Abb. 10.12a) mit Hilfe von & aus Definition 10.45
und geniigend groem y getrennt werden kdnnen, da dies der urspriinglichen Motivation von
& als optimaler Graph Cut zuwiderlauft. Fiir komplexere und/oder hochdimensionale Struk-
turen in den Trainingsdaten ist es im Allgemeinen nicht moglich, mit nur einer Dimension
die Abstiénde der Daten untereinander adiquat wiedergeben zu konnen.

Es besteht allerdings die Hoffnung, dass eine Nachbildung der Abstinde der Trainings-
daten X; durch Punkte in einem hoherdimensionalen Raum R¥, 1 < k < d eine bessere
Vorverarbeitung der Daten durch Algorithmen aus Kap. 9 ermoglicht, so dass beispielsweise
auch mehrere zusammenhingende Punktmengen separiert werden konnen. Hierbei scheint
es zunéchst nicht plausibel, auch k = d bzw. k > d zuzulassen. Wie wir aber bereits nach
Definition 10.45 bemerkt haben, sucht & nicht nur nach einer direkten Nachbildung der
Abstinde zwischen den X; im Raum R, sondern manipuliert diese vorher entsprechend der
Wahl von y. Diese Manipulation kann genauso im Falle k = d eine vollig neue Perspektive
auf die Trainingsdaten bieten.

Im Folgenden leiten wir die Theorie fiir Projektionen in einen k-dimensionalen Raum
(1 <k <d)her.

Ansatz Wir wollen X1, ..., X, € RY durch &y, ..., a, € RK repriasentieren. Dazu schreiben
wir ;
al
&= (@1, ) =| 1 | eRP™
~T
ay

Wir verwenden denselben Ansatz wie in GI. (10.33), d. h. wir minimieren
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Abb.10.10 Darstellung der optimalen eindimensionalen abstandserhaltenden Projektionen erhalten
aus leicht abgeinderten Beobachtungen aus Beispiel 10.23 mit M* = 2. a Trainingsdaten, b, ¢ &
aus Definition 10.45 mit y = 1000 und die farbliche Zuordnung der Trainingsdaten geméif C(i), d,
e analoge Darstellung mit y = 10
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n n k
T =Y Walli —all3 =Y Wi Y (ij — )
il=1 il=1 j=1
n k
= Wii(aij — Otzj)2 =2 Z aELa.j = ZSp(aLaT).
j=li,l=1 j=1

=~

Wie im eindimensionalen Fall fithren wir Nebenbedingungen zum Vermeiden der trivia-
len Losung und zur Einfiihrung einer Normierung der Losung « ein und erhalten:

Definition 10.48 (Optimale k-dimensionale Projektion)
Es seien W, D und L wie in Lemma 10.43. Sei 1 <k <d.Sei g5C* ¢ Rb*n Losung von

min J (@) unter NB Vi=1,...k: (I]B]l,a.j) =0, und

aeRpxn
(Da.;, a.j) = n. (10.36)
: ~SC.k ~SC.k . ~SC.k . . .
Dannheiena; ™", ..., &, " gegeben durch die Spalten von a°* " optimale k-dimensionale

Projektionen von X1, ..., X,. ¢

Analog zum Resultat von Satz 10.41 ist auch hier eine explizite Berechnung mittels der
Losung eines generalisierten Eigenwertproblems moglich.

Satz 10.49 Es seien W, D und L wie in Lemma 10.43. Sei 1 < k < d. Seien p; € R,
BY) e R", j =1, ...,n Losungen der Gleichung

LB = pDgp (10.37)
mit0 < p; < po < ... < ppund (BY)TDAY) = n. Dann ist

BT
@1y ey Op) =Q = : ,
(B(k+l))T

eine Losung des Optimierungsproblems (10.36).

Zusammengefasst erhalten wir damit den Algorithmus des ,,spektralen Clusterns® zur
Reduktion von gegebenen n-dimensionalen Trainingsdaten. Der Name begriindet sich wie
folgt: Einerseits liefern die Projektionen mit ihren Vorzeichen bereits eine Voreinteilung
der Daten in Cluster (vgl. Definition 10.45) und werden bevorzugt als Vorbearbeitung der
Daten zur Anwendung von Clustering-Algorithmen wie aus Kap. 9 eingesetzt; andererseits
muss zur Ermittlung der Projektionen ein Eigenwertproblem geldst werden (die Menge der
Eigenwerte einer Matrix wird auch als Spektrum bezeichnet).
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In der Praxis wird W anstatt wie in GI. 10.32 mit Hilfe eines Kerns definiert, d. h.

Wij = K(X;, Xj)

fiir einen beliebigen Mercer-Kern K (vgl. Definition 4.32). Da fiir die Herleitung des opti-
malen Graph Cuts und der optimalen k-dimensionalen Projektionen nur die Interpretation
von W;; bzw. W,’j als MaB fiir die ,,Gleichheit* zweier Beobachtungen eine Rolle gespielt
hat, bleiben alle Aussagen sinngemal giiltig. Im Falle von D(x, x’) = ||x —x’ ||% erhilt man
die bisherige Theorie durch den GauB-Kern K (x, x") = exp(—y |lx — x’ ||§).

Definition 10.50 (Algorithmus: Spektrales Clustern)
Gegeben seien i.i.d. Trainingsdaten X1, ..., X, € R4, Weiter sei K ein Mercer-Kern und
k € N. Definiere W := (W,'j),-,jzl n € R durch

Wij == K(Xi, X ;)
und die Diagonalmatrix D e R™ " durch 11~),',- = 27:1 K(X;, X;). Setze L:=D-W.
Seien 0 < ﬁlK < ,62K <. = ﬁ,{i (Eie EigenwerAte. und b, j= 1;....,n die zugehﬁrigep
Eigenvektoren der Matrix D~1/2LID~1/? mit ||b(/)||§ = 1. Setze ) := n!/2D~1/2pW)
und

BT
~SC.K k N .
(@) ) eees aSC’K’k) = :
(IBA(HI))T
Dann heif3en &iSC’K’k, i = 1,...,n optimale k-dimensionale Projektionen von X;, i =
1, ..., n erhalten durch spektrales Clustern. ¢

Wir zeigen zunichst das Verhalten fiir die Trainingsdaten aus Beispiel 10.47:

Beispiel 10.51 (Fortfiihrung Beispiel 10.47) Wir betrachten n = 400 Trainingsdaten aus
Beispiel 10.23 mit M* = 2. In Abb. 10.11 sind die Ergebnisse &EC’K’z des spektralen Clus-
terns (Definition 10.50) mit dem GauB-Kern K = K™ und y € {0.1,7.5, 10, 100}
dargestellt. Wie zuvor deuten die verschiedenen Farben die Zugehorigkeit zu den verschie-
denen Kreisringen (Z; € {1, 2}) an und sind wéhrend der Durchfiihrung des Algorithmus
nicht bekannt. Wihrend die auf eine Dimension reduzierten Trainingsdaten &is K1 pur fiir
die Fille y € {10, 100} eine Trennung der beiden Kreisringe erlauben (vgl. Beispiel 10.23),

o . D . . .. ~SC,K2 oo o
ist dies mit den auf zwei Dimensionen reduzierten Trainingsdaten &; " '“ zusétzlich auch

fiir y = 7.5 noch moglich, indem auf &is C.k2 beispielsweise ein k-means-Clustering oder

ein EM-Algorithmus angewandt wird. Wir sehen also:
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Abb.10.11 Darstellung von &fC,K,Z aus Definition 10.50 angewandt auf n = 400 Trainingsdaten

aus Beispiel 10.23 mit M* = 2 fiir verschiedene y € {0.1, 7.5, 10, 100}

&is €.K.2 yann wesentlich verschieden von X i sein (die Erkldrung haben wir nach Beispiel

10.47 geliefert) und insbesondere eine bessere Grundlage fiir Algorithmen aus Kap.9
bieten.

e Eine Projektion auf mehr als eine Komponente (auch wenn dies nicht unbedingt notig ist)
kann die Abhéngigkeit der Verwendbarkeit der Resultate von der Wahl von y verringern.

Zur Ilustration der Leistungsfihigkeit des spektralen Clusterns und zur Unterscheidung vom
Verhalten der Kern-basierten PCA betrachten wir die Trainingsdaten aus Beispiel 10.23 mit
M* =3:
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Beispiel 10.52 Wir betrachten n = 600 Trainingsdaten aus Beispiel 10.23 mit M* = 3. In
Abb. 10.12a sind diese dargestellt (erneut mit verschiedenen Farben fiir die Zugehorigkeit
zu verschiedenen Kreisringen). In Abb. 10.12b, c, d ist &iPCA’K’z des spektralen Clusterns
(Definition 10.50) mit dem GauB-Kern K = Kfa"” und y € {20, 30, 100} dargestellt.
Im Gegensatz zur Kern-basierten PCA (vgl. Abb. 10.7) liefert aPcAK2 gp y = 30 eine
zweidimensionale Projektion, mit der die Punkte zu verschiedenen Kreisringen mit Hilfe

von k-means-Clustering getrennt werden konnen. Wird der Algorithmus mit y = 100 ange-

wandet, ist sogar eine Trennung mit k-means-Clustering angewandt auf die eindimensionale

Projektion &iPCA’ k.1

moglich.

a b
Trainingsdaten Spektrales Clustern mit GauB-Kern, gamma = 20
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Abb. 10.12 Anwendung des spektralen Clusterns auf n = 600 Trainingsdaten aus Beispiel 10.23

mit M* = 3. a Trainingsdaten, b, ¢, d Darstellung von mit dem GaufB3-Kern K und

y € {20, 30, 100}

~PCA,K,2
&
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Auch wenn die Verwendung des spektralen Clusterns von y = 100 bei diesem einfachen
Beispiel funktioniert, so wiirde dies in der Praxis bei einer dhnlichen Situation mit stirker
verrauschten Daten im Allgemeinen nicht zu sinnvollen Ergebnissen fiihren (vgl. Beispiel
10.47). In diesem Fall sollte dann y < 100 in Kombination mit hoherdimensionalen Projek-
tionen &iPCA’K’z genutzt werden, um eine korrekte Zuordnung durch k-means-Clustering

zu erhalten.

Die Daten &is €Kk entstehen anschaulich aus den X i durch eine ,,Projektion
RY — R* mittels &iSC’K’k = A,‘EC’K’]‘(X,'), i = 1,...,n. Aufgrund der bisherigen Herlei-
tung ist jedoch unklar, wie diese Abbildung A,fc’K  aussieht. Daher fehlt uns bisher die
mathematische Grundlage, um neue Beobachtungen x € RY auf genau die gleiche Weise

wie X;,i = 1, ..., n in den Raum R¥ abzubilden. Aus statistischer Sicht ist auBerdem unklar,

welche nichtzufillige Groe mit &iS C.K.k geschitzt wird und wie entsprechend die Giite von

A SC,K k
o;

« AﬁC’K’k .

zu bewerten ist.
Indem wir den Algorithmus des spektralen Clusterns in Beziehung zur Kern-basierten
Hauptkomponentenanalyse setzen, konnen die obigen beiden Fragestellungen gelost wer-

den. Insbesondere erhalten wir durch Definition 10.55 eine geeignete Abbildung A;f C.Kk

10.2.3 Verbindung zum Kern-basierten PCA-Algorithmus

Im Folgenden formulieren den Algorithmus des spektralen Clusterns aus Definition 10.50
so um, dass er dieselbe Struktur wie der Kern-basierte PCA-Algorithmus aus Definition
10.20 besitzt. Insbesondere wollen wir erreichen, dass die Eintrdge der Matrix, von welcher
Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmt werden, durch einen Kern gegeben sind. Wir stellen
zundchst fest, dass

D-12iD-12 = Lywn — D-12wD-12.

Damit gilt fiir p € R, b € R™:
[D'V2LD b= pb = [D'PWD '] =(1-p)b

Mit anderen Worten, D~1/2L1D~/2 hat dieselben Eigenvektoren wie D-12wD-V 2 aber
genau in der umgekehrten Reihenfolge.

Wir wissen bereits, dass D~'/2LID~1/2 den Eigenwert p = 0 mit Eigenvektor b =
n~1/21 besitzt (vgl. Bemerkung nach Satz 10.41). Entsprechend hat D~'/2WID~1/2 den
groBten Eigenwert A = 1 zum (auf Linge 1 normierten) Eigenvektor v := MJD‘/ 21.
Setzen wir

Wie=n - 2WD" 12— 1.7,

so besitzt %W genau dieselben Eigenwerte und Eigenvektoren wie die Matrix
D~12WD~/2, aber v ist nun ein Eigenvektor zum Eigenwert 0. Wegen (D'/21); =
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= ~1/2 172 . ~
D2 = D = (X0 K(Xi. X)) "2 gilt [DV21)3 = Y7, _, K(X;. X;) und
damit

N B - 1 - .

Wi =n - D72 Wi (D72 = ——— (D'21),(D' 1),

D213
= Iel,SC(ll(Xiv Xl)’ ivl € {]s ey n}?

wobei

K(x,y)
n i=1 > n i=1 is y))
- (z X K. X)) (0= K(Xi, )
,%22?,1:1 K(X;, X1)
(i Xho K x0) (3 Sy KXiy)

1 n
= > ii=1 K(Xi. X))
= w2 ZiI=] : (10.38)

A K X)) (A KX )

Zusammengefasst erhalten wir:

Iel,scal(xs )7) = 1/2

1/2

K(-xv )’) -

Bemerkung 10.53 (Algorithmus: Spektrales Clustern, alternative Formulierung) Sei
1 < k < d. Gegeben seien i.i.d. Trainingsdaten X;, i = 1, ..., n und ein Mercer-Kern
K :R? x R? — Rsy. Sei K seq gegeben durch Gl. (10.38) die normierte Kernfunktion.
Definiere W = (Wij)i,jzl,,mn € R™" durch

Wij = K1 seat(Xi, X )

Seien AK > .. > ):,f > 0 die k groBten Eigenwerte von %W und 59, j = 1,..., k die
zugehorigen Eigenvektoren mit Lange 1. Dann erfiillt &5 = (&IKJ., ces &rg)T mit &ilj(. =

(L k(X X)) "6 die Gleichung
~T
®q

~SC,K k ~SC,K .k
(al ’ an ) =

ceey

T
-k

Q>

mit den Groflen aus dem Algorithmus des spektralen Clusterns (Definition 10.50).

Wir fassen kurz die Unterschiede der erhaltenen Groflen von Kern-basierter PCA und spek-
tralem Clustern zusammen.

Bemerkung 10.54 (Vergleich: Spektrales Clustern und Kern-basierte PCA) Durch die

Zentrierung der Daten und durch die Forderung, dass die Projektionen &iPCA’K’k die Varianz
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der Daten in Richtung der Hauptkomponenten nachbilden sollen, stellt die Kern-basierte
PCA implizit die Nebenbedingungen

n n
1 1
(ﬂ,a.j>=§ a;j =0, —(aja;)=—)Y a}=1
= n)»j I’l)nj P L

an die Projektionen auf die j-te Hauptkomponente. Beim spektralen Clustern hingegen
lauten die Nebenbedingungen an die gefundenen Losungen

S| =

- "L 1 - "

(]D,Olj)zigl:l)i,‘aij =0, ;(]DO[.J',OL]'): ;]Diiaizj =1.
Im Falle, dass mit den Algorithmen zwei gegebene Punktmengen moglichst gut getrennt
werden sollen, legt also die Kern-basierte PCA mehr Wert darauf, dass die Projektionen
die Lage der Punkte korrekt abbilden, beim spektralen Clustern wird mehr Wert auf die
Nachbildung der Abstinde gelegt. Mathematisch duflert sich dies in der Verwendung eines
anderen Kerns bei der Erstellung der Matrix w (vgl. Definition 10.20 bzw. Bemerkung
10.53). Selbst bei Verwendung des gleichen ,,Basiskerns K konnen sich daher &iPCA’K’k
und &,.S €Kk stark voneinander unterscheiden.

Vom spektralen Clustern kann im Gegensatz zur PCA nicht erwartet werden, dass die
Daten 6:1.5 CKEK eine gute Rekonstruktion der Lage der urspriinglichen Trainingsdaten X;
ermoglichen.

Durch die Darstellung des spektralen Clusterns in der Form der Kern-basierten PCA in
Bemerkung 10.53 kann die Interpretation der Eigenwerte und & lS €Kk {ibernommen werden.

Insbesondere gilt:

(1) Der Quotient .
Yo A
S
gibt ein Maf} dafiir an, wie gut die Abstinde zwischen den Trainingsdaten mit den
Projektionen &l.SC’K * in RF nachgebildet werden konnten.

(2) Der urspriinglich verwendete Ansatz aus Gl. (10.33) ist von komplexerer Natur als
einfach nur eine Nachbildung der Abstinde der Trainingsdaten X; € RY,i=1,...n
in einem niedrigdimensionaleren Raum R¥. Stattdessen werden die Abstinde vor der
Projektion gemil des verwendeten Kerns K noch transformiert; dies geschieht durch
Einbettung der Trainingsdaten in einen hoherdimensionalen Raum RY (d > d).
Anschaulich ist &is €Kk amit eine Projektion aus R¢. Entsprechend kann beim spek-
tralen Clustern auch eine Projektion auf £ > d Komponenten sinnvoll sein.
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3) Die Punkte &°C %% entstehen durch Anwendung einer Abbildun AEC’K kL RE 5 RE
i g g
der Form &f CKk _ AfC’K’k (X;), die einer Projektion aus einem hoherdimensiona-

len Raum entspricht und mathematisch aus der Eigenwertgleichung fiir W gewonnen
werden kann (vgl. Beweis von Lemma 10.19).
Unter Nutzung von (3) bestimmen wir nun die Abbildung A;fc’K’k. Istj € {1, ..., k}, sofolgt
mit den Notationen aus Bemerkung 10.53 aus der Eigenwertgleichung 1 Wb\ = ):5.( b
firi =1, ..., n:

b = Bu(X»)j,  Bu(x)j = XKZKI(XIsX)bl(j)
n

J =1

bzw. fiir &5:

. ; : I ¢ SRR = .
af = AR (XD, AR W), = (; ZK(XI,X)> R > Kiseal(Xp, x)&f5
=1 Jj l=1

wobei

(20 K X)) - (r i1 K (X, y)
L0 K (X0, X))

Ki(x,y):=K(x,y) — . (10.39)

Damit erhalten wir:

Definition 10.55
Es seien die Bezeichnungen wie in Definition 10.50. Es sei K, gegeben durch Gl. (10.39).
Die Abbildung

" K.k d k " K.k " K " SC,K\T
ASCKK RE S RE - ASCKK () .= (ASCK (1)1, .y A (0)SEK)

A & _ 1 noo R .
ASCK (x); = (;ZK(X;,x)) % Y RiXn0af, =1k
=1 j =1

heif3t die zu den ersten kK Dimensionen gehdrige Projektionsabbildung des spektralen Clus-
terns. ¢

10.2.4 Theoretische Resultate

In diesem Abschnitt verfolgen wir ein dhnliches Ziel wie in Abschn. 10.1.5 (,,Mathematische
Bedeutung der Projektionen‘).
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Interpretieren wir die Projektionsabbildungen A,fc’K (1)j, j = 1,..., k aus Definition

10.55 als Schitzungen von (uns unbekannten) ,,wahren* Projektionsabbildungen ASCK () j
und setzen wir

ASC,K,k . Rd — Rk, ASC,K,k(x) — (ASC’K(X)l, - ASC’K(x)k)T,

so konnen wir &I.SC’ Kk _ AﬁC’K’k(Xi) als Schitzung der ,,wahren” Projektion ASC-Kk(x))

interpretieren, und die Giite von &is €Kk kann mittels

sup [JASCKK(x) — ASCRE (X lno
=1

bewertet werden.
Da oziK k= ASCK *(X;) anschaulich den ,,wahren“ Projektionen der Daten X; ent-

ASC-K-k auch Modellannahmen an Verfahren formuliert

werden, welche die aus dem spektralen Clustern erhaltenen Werte &iS C’K’k, i=1,...,n
weiterverarbeiten (vgl. Definition 10.57 unten).

Die Funktion ASC-X-* ist uns jedoch zunichst unbekannt; eine vage Definition als Limes
von A,fc K (+) j kann nicht als mathematische Definition genutzt werden. Im Folgenden leiten
wir daher eine stringente Definition von ASCK.k her. Sei Jj € {1, ..., k}. Die Abbildung

Ay©% () ; aus Definition 10.55 erfiillt

sprechen, konnen mit Hilfe von

I & .
;\KE Ki(X;, 0)ASCK (X)), xeRY.
naA”

J =1

ASCK (x); = (% Z K(Xl,x)>7l .
=1

Gilt if — )\f (n — oo) fiir ein geeignetes Af € R, so erwarten wir fiirn — oo
WMOCEIK (X1, 0] AR () = E[Ki(x, XDAR(X));]. x eRY,

wobei
EK(X1,y)-EK(x, X1)

Kl(x»)’) = K(an’)— IEK(X] X2)

Das bedeutet: g = AKX (") j ist eine Losung des verallgemeinerten Eigenwertproblems

T,‘(gcg — . T;C,diagg

(10.40)
von Operatoren zum Eigenwert )»5-(, wobei

TRC : L2(P%) — L2(PY), (T () = E[Ki(x, XDg(X1)],
TSCM . L2@X) > L2@Y), (T g)(x) = E[K (x, X))] - g(x)

(L?(PX1) wurde in GI. (10.21) definiert). Wegen ||Dl/2&fj<. 3 = n erwarten wir
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—

[
= ;Z((ZZK(XI,Xi))l/Z&g)z

i=1 i=1

R P .
= =2 (D KX X0) - (AFF (X )?
i=1 i=1

— EIK (X1, X2)ASCK (X2)3] (0 — o0),

was eine Normierung der Funktionen ASC-K(.) ; liefert und damit eine eindeutige Losung
des verallgemeinerten Eigenwertproblems GI. (10.40) charakterisiert.

Im Gegensatz zur Kern-basierten PCA ist uns die mathematische Bedeutung der Eigen-
werte )»5.( unbekannt und daher eine formale Definition von AX (-) ;j noch nicht moglich.
Aufgrund der Annahme if — kf (n — o0) erwarten wir aber, dass die Ordnung der
Eigenwerte )»5.( fiir n grofl genug derjenigen von ):5{ entspricht. Das bedeutet, die Funk-
tionen AK(.) ;j miissen als die Losungen zu den k groBten Eigenwerten A{( > ... > )\,f
des Problems Gl. (10.40) definiert werden. Um eindeutige Losungen zu erhalten, fordern
wir, dass alle Eigenwerte in GI. (10.40) verschieden sind. Damit erhalten wir die folgende
formale Definition von ASC-K K

Definition 10.56

Sei k € N. Es seien )»{( > Af > .. > Af > 0 die k groBten Eigenwerte des verallgemei-
nerten Eigenwertproblems aus GI. (10.40) mit zugehorigen Losungen g;, j = 1, ..., k mit
E[K (X1, X2)g;(X2)*] = 1. Dann heift

ASC,K,k IRd — Rk, ASC,K,k(x) = (ASC’K(X)l, . ASC’K(X)k)T

mit ASCK () j = gj die zur Verteilung PX1 und zum Kern K assoziierte wahre Projekti-
onsabbildung des spektralen Clusterns. ¢
Werden die reduzierten Trainingsdaten &is CKE Zur Verarbeitung mit einem weiteren Ver-
fahren V' des maschinellen Lernens genutzt, so kdnnen wir nun mit Hilfe von ASC.K .k gie
entsprechende Modellannahme kompakt formulieren.

Modellannahme 10.57 (Spektrales Clustern: Weiterverarbeitung) Weiterverarbeitung
der k-dimensionalen Projektionen:

e Supervised Learning: Die Modellannahme von V gelte fiir (ASC-K ok (X1), Y1) (und nicht
fiir (X4, ¥1)).

e Unsupervised Learning: Die Modellannahme von V gelte fiir ASC-X-%(X ) (und nicht
fiir X1).
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Gehen wir davon aus, dass die Modellannahme mit einem festen k € N giiltig ist, so muss fiir
gute Resultate des Verfahrens V nur gewihrleistet sein, dass &iS CKE cine gute Schitzung
von ASC-Kk(x;) liefert. In [36, Theorem 16 und Example 1] wird genau dies gezeigt,

solange die Anzahl n der Trainingsdaten grof3 genug ist.

Satz 10.58 Esseik € N, X c R4 kompaktund X; € X,i =1, ..., ni.i.d. Weiter sei K ein
Mercer-Kern und es gebe ¢y > 0 mit inf,cx K(x, x) > co. In der Situation von Definition
10.56 (verschieden grofle Eigenwerte) gilt dann

Ssup 167 = ASCRE (X))o > 0 (n > 00). (10.41)

Ist K = Kfa”” der GauB-Kern mit fest gewihltem y > 0, so gibt es eine Konstante
¢ = c(k) > O mit
~SC,K k c(k)
sup &< — ASCRE (X)) oo <

e = (10.42)

Bemerkungen

e GI.(10.41) bedeutet, dass sich die Projektionen &iSC‘ Kk des spektralen Clusterns mit stei-
gender Anzahl an Trainingsdaten immer mehr den ,,wahren Projektionen ASC-K-K(X;)
anndhern.

e Speziell fiir den GauBl-Kern kann durch GI. (10.42) eine explizite Rate in n fiir die
Anndherung angegeben werden. Diese ist (monoton wachsend) abhédngig von k&, d. h. fiir
eine schnelle Konvergenzrate darf k& nicht mit der Anzahl der Trainingsdaten wachsen.
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