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VRDOLJAK, B. 

On Certain Solutions of Van der Pol's Equation 

The paper deals with the behaviour of certain classes of Cauchy's solutions of Van der Pol's equation 

on I = (a,  b ) ,  a >= -co, b 5 +co, where E > 0 is a small parameter. 

K = {(y, t ) :  y = w ( t ;  E ) ,  t E I } ,  w E Cl(I ) .  Let p ,  q E R, p > 0, r E C1(I), r( t )  > 0 on I and 

We shall use the functions f ( y )  E -q + (1 - y2) /s,  g(y) = -[q* + (1 - q +  qy* ) /~J /p ,  h(y , t )  = (y + v) w ' / ( p ) ,  
GE g - hand notations yo = y(t,; E ) ,  y i  = y'(to; E ) ,  w, = w(t,; E ) ,  Go = yo - w,, r, = r(to), to E I. 

EY" - (1 - y2) y' + y = 0 (' = d/dt) (1) 

Let u5 consider the behaviour of the solutions of (1) in the neighbourhood of an arbitrary integral curve 

s = {(y, t ) :  Iy - w(t; &)I 5 r ( t ) ,  t E I }  . 

Theorem 1: 
(i) Let p ,  q, E and r be such that 

then all solutions y ( t ;  E )  of (1) satisfying initial conditions 

lye - '01 5 ro > lyb - 'b - 5 pro > to J (3) 
satisfy also condition 

Iy(t; E )  - w(t; & ) I  < r( t )  for every t E (to, b)  . (4) 

p + q < r ' / r < f - I G I  07 f + I G I < 7 ' / 7 < q - P  o n s ,  (51, (6) 
(ii) If 

then problem (1)- (3)  has a one-parameter class of solutions satisfying condition (4). 

(1) is transformed into a system of equations 
Proof: Let us introduce the substitute y' = px + qy, where x = x ( t ;  E )  is a new unknown function. Equation 

2' = f ( y )  x + g(y) Y , Y' = px + 4Y - 
Let ( u ( t ;  E ) ,  w(t; E ) ,  t ) ,  t E I ,  u E @ ( I ) ,  u(to, ; E )  = u,, be an integral curve of system (7). Let 

D = R2 x I ,  d1 = ((2, y, t )  E D: 12 - U I  < 7, Iy - 01 < r }  , 
x, = ((2, y ,  t )  E Cld,: Hi = (-1)i 2 + (-1y-1 u - r = 0 )  , 
Yi = ((2, y, t )  E Cld,: K r  = (-l)i y + (-ly-1 v - r = 0 )  , i = 1 , 2 .  

Let m be a tangential vector on the integral curve ( z ( t ;  E ) ,  y(t ; E ) ,  t )  of (7) in points of the surface ad, = XI uX, u Y, u Y2. 
Let us consider now the scalar products 

Pz{ = (grad H t ,  m) = (-1)i x' + (-ly-1 u' - r' = (-1)i (fx + gy) + (-lp-l u' - r' = 
= (-1)i [f(u + (-1)i r )  + gy] + (-1)i-l u' - r' = fr + (-1)i g(y - v) + 

Py, = (grad K z ,  nt) = (-1P y' + (-ly-1 w' - r' = (-l) ip(x - u) + qr - r'; 
+ (-1y (fu + gw) + (-1y-1 u' - 7' = fr + (-1)i G(y - v )  - 7' , 

i = 1, 2 .  
(i) In view of (3) we have P,, 5 fr + r - r' < 0, Py, 5 pr + qr - r' < 0, i = 1 ,2  on ad,. Accordingly, 

the set ad, is a set of points of strict entrance of integral curves of system (7) with respect to the sets d, and D. 
Hence, all solutions of (7) satisfying initial conditions lzo - u,,l 5 r,, Iyo - wol 5 ro satisfy also the conditions 
Ix(t; e) - u ( t ;  E)( < r(t) ,  ly( t ;  E )  - w ( t ;  & ) I  < r(t)  for every t E (to, a). Since zo - uo = (yb - vb - q#,,)/p, all solutions 
of problem.(l)--(3) satisfy condition (4). 

r - r' > 0, Put 5 pr + qr - r' < 0, i = 1,2, on 34. In view of (6) 
we have Pz, 5 fr + r - r' < 0, Put 2 -pr + qr - r' > 0, i = 1 ,2 ,  on ad,. In this case XI u X a  is a set of 
pointsof strict exit, and Y, u Y2 is a set of points of strict entrance (or reverse) of integral curves of (7) with respect 
to the sets d, and D. According to T. WAZEWSEI'S retraction method (see 13-51), system (7) has a one-parameter 
class of solutions belonging to the set d, for every t E I .  Hence, problem (1)- (3) also has a one-parameter class of 
solutions satisfying condition (4). 

(ii) In view of (5)  we have P,, >= fr - 

For certain values p and q we can obtain very interesting results. Let w(t)  = (2 1.1 + r )  lv'l 
Corollary 1: 
(i) For p = 1, q = -1 - c, 0 < c < 2/5,  E < 1 the statement of Theorem 1 (i) i s  valid for every integral curve K 

in 

were r'/r > - c on I (s c S) . 
S = { ( y , t ) :  3/2 + 28 + w/2 5 y2 5 1 + l / c  - w / c , t ~  I } ,  

(ii) Forp  = 1, q = - 1 - c,  0 < c 5 1/4, E 1/4 the statement of Theorem 1 (ii) i s  valid for eve y integral curve H ia 

S = { ( y , t ) ;  312 + 3~ + ~ / 2  5 ya 1 + (1 - ~ E ) / c  - W/C,  t €  I } ,  
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where -2 - c - c2 < r’lr < -2 - c on I .  

K in S = R x I ,  where r’lr > (3 + r/1 - 4 ~ ) / 2 ~ ,  w 5 1 / ~  on I .  

C ,  T > 0, I = ( -T ,  00). For (ii): r( t )  = Cexp [-(2 + c + ca/2)  (t + T ) ] ,  C ,  T > 0, I = ( - T ,  m ) .  
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- 

(iii) For p = 1 / ~ ,  q = (1 + r/l - 4 ~ ) / 2 ~ ,  E 5 1/4 the statemeizt of Theorern 1 (i) is valid for every integral curve 

For example for (i): r( t )  = C, C > 0 is an arbitrary constant, I = (-00, 00) or r( t )  = C / ( t  + T + 2/c), 

Let 11s consider now solutions of equation (1) which satisfy t h e  initial condition 

p%o - + ($3 - vb - q!70Y I pad  , to E I - 
Theorem 2 :  Let p ,  q, E ond r be such that 

( p  + G ) ,  < 4(f - r ’ / r )  (q - r’ lr)  , 

I P  i- GI < 2(r‘/r - f )  , 

I P  + GI < 2(r’/r - q)  , 

q - r‘/r < 0 on s (9) 

(10) 
or 

or 

Then all solu!ims y ( t ;  E )  of prob2em (1)- ( 8 )  satisfy condition (4). 
Proof :  Equation (1) is transformed into system (7).  Let (u, v, t ) ,  t E I ,  u E cl(I) be an integral curve of (7)  and 

let d, = { (z, y, t )  E D : H = (z - u)z/P + (y - v),/rz < 1)  . Let m be a tangential vector on the integral curve (2, y, t )  
of (7) in points of snrface ad,. Kow, according to  the conditions of the theorem and SYLVESTER’S criterion it can be 
shown that 

P = ((112) grad H ,  m )  = ( f  - r ’ / r )  (5 - u),/ra + ( p  + G )  ( X  - u)  (y - v) /ra + (q - r’/r)  (y - v)Z/ra<O 
on ad,. Consequently, the set ad, is a set of points of strict entrance of integral curves of system (7)  with respect to  
the sets d, and D. This grants that the Theorem 2 is valid. 

q - f 2 0 

f - q 5 0 0% 8 .  

on 8 

By using Theorem 2 we can prove 
Coro l l a ry  2: 
(i) For p = 1, q = -1 - c ,  0 5 c 5 1/3, E 5 1/3 (in view of (10)) the statement of Theorem 2 i s  valid for every 

(ii) For p = l/j& q = 0 for E > 0 (in view of (9)) the statement of Theorem 2 i s  valid for every integral curve K 

For example for (ii) (b): r(t)  =- C/(l  + T - t ) ,  C ,  T > 0 ,  I = (-co, T )  or r( t )  C[1- 1/(1 + T -+ t ) ] ,  C ,  T > 0, 

I n  view of Corollary 1 (iii), Corollary 2 (i) and (ii) wo can give the following corollary which is especially 

Coro l l a ry  3 :  Al l  solutions y ( t ;  E )  of (1) satisfying initial conditions 

integral curve K in S = {(y, t ) :  ya 5 1 + 2(1 + c )  E ,  t E I } ,  where r’/r 2 3 / ~  + w / 2  on I .  

in S = {(y, t ) :  ya 2 1 + E % ~ ,  t E I } ,  r‘ /r  > 0. 

I = (-T, 02). 

interesting. 

lyol 5 ro , I& - yo(l + J1 - ~ E ) / ~ E ( E  5 ro , 
where r‘/r > (3 + J1 - 4 ~ ) / 2 ~  on I ,  E 5 l/4, or (yo)2 + [yb + (1 + c )  y0ja (= r& where r’/r 2 3 / ~ ,  0 < r < 1 + 2~ 
on I ,  0 5 c 5 1/3, E 5 1/3, or (yo), + 

Iy(t; E ) I  < r ( t )  for every t E (to, b)  . 
5 r:, wlhere r‘lr > 1 / ~  on I ,  E > 0, satisfy also the condition 

For example (for all cases): r ( t )  = C exp [3(t - T) /E] ,  0 < C < 1, T > 0, I = (-m, T). 
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WALLASCHEK, J .  

Erzwungene Schwingungen freier Rechteckplatten 

Erzwungene Schwingungen Kirchhoffscher Rechteckplatten werden durch 
D A 2 4 x ,  y, t )  + eWs, Y, t )  = 1(z, y, t )  

beschrieben, wobei D = 

und v die Querkontraktionszahl ist. Im Fall einer harmonischen Erregung 

Eh3 die Plattensteifigkeit, e die Dichte, E der Elastizitatsmodul, h die Plattendicke 

(2) 

12(1 - Y2) 

f(z, y, t )  = P(z,  y) ejnr 
fuhrt der Ansatz 

w(z, y, t )  = W ( z ,  y) ejnr 
auf die partielle Differentialgleichung 

mit dem Parameter p4 = o2 @ID. 
An den Randern der freien Platte mussen Biegemoment und Ersatzquerkraft verschwinden : 

M,(z, y)la=*a = 0 7 M,(z, Y ) l y = f b  = 0; TI&, Y)lz=*a = 0 , V,(z, Y ) l p * b  = 0. (4) 
Der ubliche Weg zur Losung des durch (3) und (4) beschriebenen Randwertproblems, eine Entwicklung in Eigen- 
funktionen des zugehorigen homogenen Problems, erscheint nicht sinnvoll, da  die Bestimmung der Eigenfunktionen 
auf ein unendlich-dimensionales Matrizeneigenwertproblem fuhrt. Besser ist daher, eine Entwicklung in anderen 
Funktionenraumen vorzunehmen. Dabei konnen Symmetrieeigenschaften der Rechteckplatte ausgenutzt werden. 
Die Belastung P(z,  y) wird dazu in 4 Anteile zerlegt, die vollkommen symmetrisch, symmetrisch-antisymmetrisch 
bzw. vollkommen antisymmetrisch beziiglich der beiden Symmetrielinien der Platte sind : 

F(x ,  Y) = Z pij(zj Y) 9 i, j' E (8, A } 7 

F s s ( ~ ,  y) = F s s ( ~ ,  -Y) = ass(-%, Y) , 

. (6) 

(6) 
i, J 

PSA(Z,  yyi = F s A ~ ,  -y) = - - F s A ( - ~ ,  y) ... uaw. 
Fur jeden dieser Anteile bestimmt man den entsprechenden Losungaanteil getrennt und erhiilt die gesamte Absen- 
kung als Summe von 4 Anteilen 

W(z, Y) = Z W&, Y) , i, j E IS, A } , (7) 

die jeweils die gleichen Symmetrieeigenschaften besitzen wie die entsprechenden Lastanteile. 
Es genugt deshalb, wenn bei der Bestimmung der Losungsanteile jeweils nur eine Viertelplatte untersucht 

wird, die man durch ,,Freischneiden" entlang der x- bzw. y-Achse erhalt (Abb. 1). Die Losung fur jede Viertelplatte 
wird aus 2 Anteilen superponiert (Abb. 2) 

(8) i, i E (8, A } - 
Dabei ist W&, y) eine Losung der inhomogenen Gleichung (3) die jedoch nicht alle Randbedingungen erfullt. Der 
Losungsanteil IY:(x, y) ist eine Losung der homogenen Gleichung, allerdings mit inhomogenen Randbedingungen, 
die so gewahlt werden, dal) die Summen (8) die Randbedingungen des urspriinglichen Problems erfullen. Man erhalt 

id 

h Wij(z, Y) = W&, Y) + Wij(z, Y) , 

4 .  2, w5A /ff'7: -- _--_ 

L ( X  

Abb. 1. ,,Freischneiden" einer Viertelplatte im symmetrisch- 
antisymmetrischen Fall. ~ gelenklg gelagert, -'- - 
parallel gefUhrt 0 

4 

Abb. 2. Superposition im symmetriach-antlsymmetrlschen Fall 
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aus diesen ,,Superpositionsbedingungen" ein inhomogenes Gleichungssystem fur die Fourierkoeffizienten der Rand- 
schnittgrohn. 

Die vorgestellte Methode wurde erfolgreich verwendet,, um die Greensche Funktion der freien Platte bei Kraft- 
erregung zu bestimmen. Man setzt dazu 

ZAMM - Z. angew. Math. Mech. 66 (1986) 4 

I(%, y, t )  = h ( Z  - 5, y - 'I) ejQt 

und erhalt die Greensche Funktion a15 
(9) 
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WAUER, J .  

Die diinne, elastische Kreiszylinderschale unter axialem Druek 
- versehiedene Approximationen im Vergleich 

In Erganzung zu den meisten Arheiten auf dem Gchiet der Stabilitat dunner Flachentragwerke, die die maBgehen- 
den Gleichungssatze fiir weitgehend beliebige Schalen- oder Plattengeometrien und Belastungeii mit dem Tensor- 
kalkul sehr allgcmein und computerorientiert aufbereitcn, s. z. B. [l, 21, sollen hier verschiedene Approximations- 
stufen der grundsatzlich gelaufigen nichtlinearen Stabilitatstheoric in den wesentlichen Rechenschritten formel- 
maBig verglichen werden. Ansatze dazu finden sich schon in [3] (nicht konsistent) und [4], wobei die in [4] benutztc 
Schreibweise auch hirr weitgehend verwendet wird. Notwendig ist dann jedoch eine einfache Schalengeometrit, 
samt Belastung. Die Kreiszylinderschale unter axialem, gleichformigem Druck ist ein greignetes Fallbeispiel. 

Vorausgesetzt werden die ublichen Vereinfachungen elastischen Materialverhaltens, kleiner \'erzerrungeri iind 
der K irchhoff-Loveschen Normalenhypothese. 

Zunachst ist die Geomrtrie der unvwformten, spann~ingsl~sen Schale zu heschreiben. Aiisgchend vom Orts- 
vektor 

(1) 
0 
.I' = TL) cos v2il + R sin y2i2 + Ryli ,  

zii einem Punkt 
vektoren a, ( i  = 1,  2, 3) in der Form 

der undeformierten Schalenmittelf1Arhr ( R mittlcrw Radius) Iasscn si('h dic kovariantcn Rasis- 

( 2 )  
auswerten. Fdr die spitter benotigten Ableitungen nach den Koordinaten y. (a = 1, 2) henutzt man die bckannten 
Ableitungsgleichungen von GAIW und WEINCARTEN, die sich mit modifizierten Christoffcl-Sym))olcri A:& [5] noch 
kompakter schrrihcn lassen : 

0) 

(4) 

( 5 )  

(6) 

(7)  

0 

0 0 0 
a, = Ki, , a2 = - R sin rpzi, + R COR ip2i2 , a, = - R cos v2il - R sin T2i2 

0 

0 0 0  
U, ,n = A;&, 

0 In ahnlichcr Weise laasen* sich auch die Basisvcktoren g L  fiir einen durch den Ortsvektor 
0 0 0 0  0 c -  - oc -t r = 3~ + v3a, 

gekerinzeichneteli Schalenpunkt Po auBerhalh der Sciialrnmittclflachc bcrechnen : 
0 0  0 0 0 0  
91 = a1 t 92 = (l - Y 3 )  a2 9 93 = a3 * 

Dcr spannungslose Ausgangszustand (So, Po) geht durch cine Brlastung und damit cinhergehende Deformationen 
. o  . o  

u = U'U, , I' = %"a( 

in die aktuelle Konfiguration 
0 0 s: a = z f u ,  P :  's='s+W(=T+r=x+pl3",)  
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iiber. Die maflgebenden Basisvektoren at,  gt des verformten Schalenkontinuums berechnen sich unter Verwendung 
von (3) als Funktion der Verschiebungskoordinaten ui und ihrer Ableitungen. is. R. erhalt man fiir die Basisvektoren 
ai der deformierten Mittelflache 

wobei a, eine nichtlineare Funktion der ui, dbl ist, die zweckmaBig in einer Potenzreihenentwicklung dargestellt 
wird, hier in quadratischer, d. h. zweiter Naherung. Auf der Basis der zweiten Gleichung in (7) ist man dann auch 
in der Lage, unter Verwendung von (8) den Verschiebungsvektor T? eines allgemeinen Schalenpunktes durch den 
des zugeordneten Mittelflachenpunktes, d. h. u, auszudriicken , 

(9) 
0 

1' = ?I + q3(a, - a,) = u + 9,w 

urid hier wiedcr in zweiter Naherung suszuwerten : 

An dieser Stelle kann auch eine \'erbindurig zu dem z. B. von PIETRASZRIEWICZ [6] eingefiihrten Konzept moderater 
Drehungen einfach hergestellt werden. Dabei wird der Differenzvektor w i n  (9) durch einen Drehvektor w ausge- 
driickt. Beschrankt man sich nun auf sog. moderate Drehungen, so zeigt eine auf BASAR [7] zuriickgehende konkrete 
Auswertung, daB (fur Kreiszylinderschalen) das Konzept moderater Drehungen mit der hier bevorzugten, allein in 
VerschiebungsgroBen arbeitenden Theorie der zweiten Naherung identisch ist. 

Nunmehr ist man in der Lage, den Verzerrungszustand des Schalenkontinuums mit Hilfe des Greenschen 
Verzerrungstensors ~~k ZU beschreiben. Infolge der vorausgesetzten Normalenhypothese verbleiben als von Null ver- 
schieden allcin die Elemente .cap, und mit den in ( 5 )  und (10) bereitgestellten GroiBen g t  bzw. T> kiinnen die Verzerrun- 

0 

in konsequenter Fortfiihrung der bisher in zweiter Naherung erhaltenen Ergebnisse ebenfalls in quadratischer 
Approximation 

angegeben werden [8]. \'erschiedcne aua d t r  Literatur bekannte Theorien ordnen sich in (12) als Sonderfalle pro- 
blemlos ein, so die auf FLUGGI.: ['S] zuriickgehende lineare Schalentheorie (durchgezogen unterstrichen), das einfachste 
nichtlineare, sog. DoNNxLLsche Konzept [ 101 (gestrichelt markiert) oder auch eine verbesserte nichtlineare Schalen- 
theorie im Sinne KLRMANS (strichpunktiert gekennzeichnet). SchlieBlich konnen auch die malgebenden Relationen 
hei iinverzerrbarer Schalenmittelflache ahgelesen wcrden, wenn man in zweiter Naherung die gepunktet unter- 
strichenen Terme in (12) Null setzt. 

Wird zur Herleitung des maBgebenden nichtlinearen Randwertproblems zur Stabilitatsuntersuchung der 
Kreiszylinderschale unter axialem Druck das Prinzip der virtuellen Arbeit 

(13) 
herangezogen, SO verbleibt die Berechnung des elastischen Potentials V c  und des Potentials V ,  der richtungstreu 
vorausgesetzten, aul3eren axialen Druckbelastung. Unter der an dieser Stelle ublichen Voraussetzung eines ebenen 
Spannungszustandes erhalt man dann fiir V c  ( L  axiale Schalenlange, h Schalendicke, E und v elastische Konstanten) 

B(Vt + Va) = 0 
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riach langerer Rechnung 

das mit (12) in kubischer Naherung auszuwerten ist, wahrend sich fur V ,  (lo gleichformig verteilte Streckenlast) 

ergibt. l m  Falle einer unverzerrharen Mittelflache existiert, fiir pi! #n eine innere Zwrtngshedingnng (wieder in  zweiter 
Naherung) 

(16) ,11L/It = -L L I R  1 1 
2 J (U,lU,l + &U?I + U31?&) dY, * 0 
0 

Die restlichen (langwierigen) Rechcnschritte auf dem Wege zu einem Stabilitiitsnachweis bieten grundsatzlich nicht,s 
Neues und werden aus Platzgrunden nur noch stichwortartig abgehandelt. Das Ausfuhren der in (13) verlangten 
Variationen licfert ein quadratisch nichtlineares Randwertproblem in den 17erschiebungskoordinaten ui(ya) ein- 
schliefilich Randhedingungen, das eine (z. B. in tiefster Naherung lineare) Berechnung des auf Stabilitat zu unter- 
suchenden Qrundzustandes uo(rpl) erlaubt. Die Stabilitlitsgleichungen findet man anschlieljend mit dem iiblichen 
Storungsansatz u = uo + du als lineares Eigenwertproblem i n  den ui(va) fur die Last f 0 .  Unter den einfachst denk- 
baren Randbedingungen [9] laBt sich das erhaltene Eigenwertproblem algebraisieren. Die charakteristische Glei- 
chung der resultierenden Matrizeneigenwertaufgabe ermoglicht schliefilich den eigentlichen Stabilitatsnachweis. 
Die formelmiiljige Angabe der zugehorigen Matrixclemente q, b,  und eine zahlenmafiige Berechriung der jeweiligen 
Beullasten 1aBt dann nochmals die Unterschiede der einzelnen Stabilitatskonzepte deutlich werden. 

Im Rahmen einer an aridcrer Stelle beabsichtigten Arheit sollen diese Ergebnisse und einige weitmere dazu aus- 
fiihrlich dargestellt werden. 
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WEDIG. W. 

Zur Konvergenz linearer Identifikationsverfahren 

1. Problemstjellung 

Zur Frequenzanalyse von MeBsignalen wird in den Anwendungen [ 1, 21 die Approximation durch Polygonziige vor- 
geschlagen. Ein typisches Element hierfur ist das bekannte Rechteckspektrum, dessen Zeitverlauf mit 

angegeben wird. Interessant iRt dann die Frage nach der Eigenwertverteilung dieses Signals und nach der zugehori- 
gen Struktur zeitinvarianter mechanischer Systeme, die eine lineare Berechnung der physikalischen Parameter 
zubssen. 

z(f) = zo sin w,t/w,t , (t  2 0, 5 E I?') (1) 
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2. Lineare Identifikation 

T 107 

Die Berechnung der Eigenwertverteilung von z(t) erfolgt uber dynamische Systeme in Form der Einzeldifferentmial- 
gleichung 

f l h  

z' Tfz("(t) = 0 , (t 2 0, +; = 1) . 
i=0 

A 

Hierin sind d i ) ( t )  Zeitableitungen von (l), und Ti (i = 0, 1, ... , n) bezeichnen charakteristische Parameter, wobei 
9: aus Homogenitatsgriinden normiert gewahlt wird. l m  Sinne der L,-Norm [3,4] ist die Identifikation der charak- 
teristischen Parameter optimal, wenn Rie aus folgender Minimalforderung ermittelt werden : 

n A  [C T f ~ ( ~ ) ( t ) ] ~  dt = Min ! (?'! = 1)  . 
0 i=o (3) 

Die Differentiation nach $: liefert dann ein lineares symmetrisrhes Gleichungssystem als notwendige Bedingung 
fur die Existenz des Minimums. Fur eine Approximation der Ordnung n = 4 ergibt sich z. B. die dimensionslose 
Form 

0 -1/5 @I7 

-1/5 -1/9n 1/5 -1/9n 1/7 ''77) 0 ( ( T 2 w 9 ) 2 )  ( TPA3 = ( - 2 1 3 ~  'E ) (4) 

1/9n -1/7 0 1/9 (T*%)4 - 1/5 

fur jede Grenzfrequenz og des Signals x( t ) .  
Den Aufbau der Identifikationsmatrizen der Form (4) kann man nach folgender Rekursion 

fortsetzen, wenn die Anfangsbedingungen und die Hauptdiagonalelemente fur das spezielle Beispiel (1) bekannt 
sind : 

I x; wa2" f i d n ) ( t ) ] '  dt = - (n  = 0, 1, 2, ...) , 
2wu,2n + 1 

0 

AB: z ( ~ ~ + ' ) ( O )  = 0 ,  

Die Anfangsbedingungen ergeben sich aus einer Taylorentwicklung von ~ ( t ) .  Die Hauptdiagonalelemente folgen aus 
der Parsevalschen Gleichung oder aus dem zu (1) gehorenden Operator 

z(n+P)(t) + [+ i ( t ) r  + w;x(n)(t) = 0 (7) 

mit Hilfe der partiellen Integration. Fur n = 0 ist (7) der lineare Oszillator mit zu Beginn unendlich groBer Damp- 
fung und dann mit zunehmender Zeit verschwindenden Dampfnng. 

3. Numerische Honvergenz 
h 

Zur numerischen Berechnung der charakteristischen Parameter ( Ticog? wird ein Gleichungsloser mit Totalpivot- 
suche eingesetzt. Wir zeigen typische Zahlenergehnisse fur die Approximation n = 14 und n = 16 in Tabelle 1. 

Tabelle 1. Typische Ergebnisse fiir n = 14 und 16 

n = 14 12 Stellen 20 Stellen 25-35 n =  16 12 Stellen 25 Stellen 30-35 
~ - -__- 

~ _ _ _  ~ 

( TP,) 8,470 ... 8,495 ... 8,476 ... ( TPg) 8,111 ... 9,630 ... 9,630 ... 
(Tgwg)* 1242,714 ... 1251,483 ... 1233,574 ... ( Tllwg)ll - 63,231 ... 3277,699 ... 3277,614 ... 
(T14w,,)14 46,028 ... 45,101 ... 43,810 ... (Tlswg)'e -14,459 ... 73,945 ... 73,942 ... 

Diese Rechnung wurde zunachst mit der iiblichen 12-Stellen-Gleitkommarechnung durchgefuhrt. Anschlie- 
Bend wurde der Rechner software-maBig auf hohere Genauigkeiten umgestellt, um eine 15, 20, ..., 35-Stellen genaue 
Festkommaarithmetik zu leisten. Man erkennt in der Tabelle 1, daD die ubliche auf eine feste Mantissenlange be- 
schrankte Numerik a b  einer gewissen Approximationsordnung stets versagt, indem negative charakteristische 
Parametm berechnet werden, die bereits die notwendigen Stabilitatsbedingungen in (2) verletzen. 
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Dies liegt naturlich an der schlechten Kondition der linearen Identifikationsgleichungen, die mit zunehmender 
Approximationsordnung fast-singular werden. Wie in Tab. 1 erkennbar, kann man solche numerischen Schwierig- 
keiten iiber die oben erwkhnte Festkommaarithmetik prinzipiell heheben. Mit variabler und zunehmender Mantissen- 
lange wird eine brliehig hohe Approximation nur noch dnrch die Rechrnzeit und die Speicherknpnzitit begrenzt. 

1.2 
2 h  v z A Z  Im 

.6 A '  
V 2  n=4, 8, 12 $ 

k Wg=l/sec Re 
0.0' : 

v 2  
A 2  

-. 6 

2 A  v z A2 

4. Eigenwert- iiiid Freqiienaverteilungen 

Nach Berechnung der Zeitparameter ?i kann man die zugehorigen Eigenwerte ermitteln. Hierzu setzt man in (2) 
den Exponentialansatz ein und lost die zugehorige charakteristische Gleichung. Bild 1 zeigt die konjugiert komple- 
xen Wurzeln dieser Gleichung fur  die Grenzfrequenz wg = l/s, fur den Anfangswert zo = I[ -1 und fur gerade Appro- 
ximationen n. = 4,8 und 12 in der GauBschen Zahlenebene, gekennzeichnet durch V ,  A und 2. Man erkennt deutlich 
cine parabolische Form dicser Eigenwert.verteilungen, wohei zwei Haufiingspunkte auf der imaginiiren .4chse bei 
- t l  rind -1 entstehen. 

Sind alle Eigenwerte stabil, so kann man die Identifikation iiberpriifen, indem man die Einzeldifferential- 
gleichung (2)  mittels der Ilaplace-Traiisformation lost 

1 1 ,  i-1 

i-0 j = o  
c T;[.$iS(.r) - c s i - l - W ) ( O ) ]  = 0 , (S = iw) ( 8 )  

rind die Real- und Imaginaranteile von X ( s )  in Abhiingigkeit von der Frequenz o auftragt. In Bild 2 und 3 sind 
h i d e  fiir q, = l / s  und r,, = I[ -1 gezeichnet, und zwarsowohl die strengen Losungen als auch die Approximationen 
fiir n = 1, 2, 3, 4 und 10. Der imaginiire Anteil zeigt die typische asymmetrische Verteilung mit den beiden Singu- 
larititten bei w = +wg,  der Realteil liefert das Rechteckspektrum mit dem hekannten Gibbsschcn Phiinomen. Beide 
konvergieren pleichmaoig im Sinne des quadratischen Mittels. Insbesondere ist diese Konvergenz wesentlich schnel- 
ler d s  hei der Approximation durch Fourier-Reihen. 

A. Physikslische Parsmet,er 
* 

Bei dem vorgegebenem MeBsignal (1) ist cine lineare Umrechnung dcr charakteristischeri Parameter Tt in physika- 
lische Daten wie Massen, Steifigkeiten und DBmpfungen moglich, wenn ein geeignetes Schwingungsmodell gewBhlt 
wird. Wie in Bild 4 gezeichnct, ist dies cine inhomogene Schwingerkette, die einseitig uber eine Feder und einen 
Diimpfrr gefcsselt, ist. 

I Reelles Soektrurn I 

nild 2. i\pproximatiiin~?n der Ordniiiig n - 1, 2, 3, I nnd 10 

nilil :3 Reellr Spcktren fur n - 1, 2, 3 ,  4 und 10 

b y ,  = x[t) nur 9 MeOstelle 

nild 4. Optimale mechaniwhe Struktur yon z(l) 
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Fiir ein System niit 3 Freiheitsgradcii z. B. mit den 6 l'arametcrn 
0 = b/ml , yt = c , / m ,  , ,ut = r n J m - 1  ($1) 

Y1 + (1 + P 2 )  Yz  + (1 + P 3 )  Y 3  = ̂a* , BYzY3 = 2 1  > H Y 2  -I- (1 + P3) Y31 = &3 Y 

6! = '5 > 7 1  = '$61'1 7 Y2Y3 = '11'5 ' (11) 

liefert dcr Koeffizierlterlvergleich in deli chilrakteristiscllen Parametern folgendes iiiohtlinearc Gleichungssystem 

n } (10) YlY2 + (l + 1(13) y 1 y 3  + i1 + p2(' f P3)l y273 = '2 > b = '5 2 

YlYZY3 = a, * 
A h  

mit den berechneten Werten & = Tl/!Z't (i = 0, 1, ... , 5). Aus (10) karin man die ersten physikalischen Parameter 
sofort bcreehnen : 

Setzt man diese linearen Losurigen ein, so eigibt sich eindcutig 

und damit auch die Werte fur y3, p2 und p3. Die zugehorigen numerischen Ergebnisse sirid alle positiv. 
Bei den Beispielen mit zwei oder drei Freiheitsgraden gibt es iiur eine begrenzte Anzahl von Variationcri solcher 

zeitinvarianter mechanischer Systeme z. B. durch weitere Dampfurigen, gleiche oder parallel geschaltete Massen 
et,c. Daran kann man zeigen, da8 nur die gewahlte Form eine optimde mechanische Struktur in dem Sinne besitzt, 
da8 eine lineare Umrechnung zu positiven physikalischen Parametern moglich ist. Eine Fortsetzung auf 12 Massen 
dieser eindimensionalen Schwingerkette scheint auch dem physikalischen Wellenausbreitungscharakter des vorge- 
gebenen MeBsignals (1)  am besten zu entsprechen. 
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WELT~N, U. ; KELKEL, K.  

Aktive Lagerung eines starren Rotors niit Paranicterunsicherheiten 

Zur Stabilisierung vori Rotorsystemen mit Magnetlagern existieren Reglerentwiirfe, die einen fest,en Betriebszu- 
stand optimal stabilisieren [ 11. Die Parameter cines realen Systems (hier z. B. Steifigkeit, Masseriverteilung, Un- 
wucht) kiirinen normalerweise nicht exakt angegeben werden. Eine Regelung, die dem nicht Itechnung tragt, ist im 
allgemeirien nicht mehr optimal urid kann sogar zu Instabilitateii fuhren. 

In dieser Arbeit wird fiir ein cirifaches Rotormodell ein Eritwurfsverfahren [2] verwendet, welches niit alleini- 
ger Kenntnis von Schranken fur die Yarameterunsicherheiten asymptotische Stabilitat des erwiiiischten Betriebs- 
zustandes sichert. 

Dcr Rotor (siehe Abb. 1)  dreht sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w. Die Auslerikung der Welleriachse 
wird durch die Kardariwiiikel a wid 0 beschrieben. Als nominale Parameter we'rden hier Tragheitsradien und ein 
FreclueiizmaIJ fiir die Lagersteifigkeit,, d. 11. 

und als Parameteruiisicherheiten 

fiir die Rotorunsymmetrie, die Lagerunsymmetrie und die Unwucht eingefiihrt. Die Bewegungsgleichungen lauten 
dann 

= (A, + 4)) 2 + (4 + W )  u + W t )  > (3) 
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mit 

a, = 

OJm 0 0 

\ I  
\ Abb. 1. I~uturniuilell 

z. u.: (1*4(t)  = w& + p( l  - x) cus 2wt) , 

cos 2 0 ~ t  sin 2wt 
sin 2 0 t  -cos 2wt 

0 

1 --F,(t) , u(t) =--- 
rnl;w$ [ >l,(t)] 3 

x = r'l . 
w m 

Dabei t)t~zeic.linen A. die Matrix des ungestorten Systems (sc1iiefsymmetrir;c.h infolge geeignet,er Koordinatenwahl) 
und A(t) die Matrix der St'iirurigen infolge der l'arameterunsicherheiten. Die von dem Magnetlager aufgebrachten 
Krafte sind in t i  enthalteii. Die ltotorunsymmetrie fiihrt bei der Stcuermatrix H ( t )  zu periodiseh zeitveranderlichen 
GriiWeii. 1)cr Storvektor n ( t )  wird durch die Uiiwucht des Rotors bestimmt. 

Wir suchen eine ltegelung u(2)  so, daB die Liisung x = 0 des Systems (3) asymptotisch stabil ist. Es wird 
vorausgesetzt, daO der Zustand des Systems zu jedem Zeitpunkt bekaiint ist. Der Entwurf der Regelung erfolgt in 
zwei Schritteri : zuerst wird fur das System ohne Parameterunsicherheiten eine lineare Regelung angegeben. Drts SO 
gercbgelte Syst,em wird als nomiriales System bezeichnet. Es zeigt sich, da8 die lineare Regelung alleine nicht in der 
Idage ist, das vollstandige System zu stabilisieren. Dies kann aber durch eiiien nichtlinearen Regleranteil, der auf die 
1'arariietc.rntisic.herheiteii abgestimmt wird, erreicht werden. Das Rege1geset)z lilJt sich damit angeberi zu 

Fur den lineareri Itegleranteil wird ein oft zitiertes Entwurfsverfahreri verwendet [5]. Uriter der Voraussetzung, daI3 
das Matrizenpaar (Ao, B,,) vollstandig steuerbar ist, erhalt, man eine lineare Itiickfuhrung, die das Kostenfunktional 

u(2) = -K2 + u,(x)  . 

W 

1 = -,t-JxT(Qj( + ZITI<) 2 dt mit Zix = BiZ>jtz , Yj(  =Pi > 0 (6) 
0 

minimiert. Yji ist dabei die eirideutige Liisungsmatrix der Matrix-Riccatigleicliung 

Fiir das liier behandeltc Beispiel erhalten wir zur Bestimmuiig der Elementc von P R  ein riichtlineares algebraisches 
(~leichungssystem der Ordnung 10. Die L6sung dieses Gleichungssystems wird normalerweise numerisch ermittelt. 

Bewertet man mit der Matrix Q R  nur die zeitliche Anderung der Kardanwinkel, so erhalt man eine lineare 
Ruckfuhrung, die sich im Hinblick auf die mechanische Struktur des Systems als vollstandige Dampfung interpre- 
tieren laDt, d. h. aus 

u 

AiL'lc + PEA, - P & B i I , R  + Q n  = 0 ;  Qi< == gk 2 0 . (7)  

Q R  =az[ool -- * O I  -1- , :] - folgt . .=a[ ; ; ] .  

W ni 

18) 
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Man kann zeigen, da13 die Matrix des nominalen Systems 

nur Eigenwcrte mit negativem Realteil hat [3]. 

mit linearer Riickfiihrung 

aus. Diese Bewegungsgleichungen laasen sich auch in der Form 

darstellen. Dabei werden alle Storungen irlfolge der Parameterunsicherheiten in der Vektorfunktion 

A* = A, - B& mit A, = (A* - A*T) , -B,K = f (A* + (9) 

Fur den Entwurf des nichtlinearen Regleranteils gchen wir von den Gleichungen des vollstandigen Systems 

k = (A* + A(t ) )  x + B,un + B(t) (-KX + u,) + Hv(t)  

j: = A*z + B,(u, + 9) 

v(Q) = w 2 + E( t )  (--HZ + u,) + W t )  

(10) 

(11) 

(12) 
zusammengefaBt, was moglich ist, da die Anpasaungsbedirigu~~ge~~ 

erfiillt sind. Der nichtlineare Regleranteil 
d(t) = B,,Z)(t) , B(t) = B,E(Q) , H = BOP 

laBt sich hier als Kraft deuten, die die Stiirung irifolge der Parameterunsicherheiten kompensiert [6]. Den Betrag 
dieser Kraft erhalt man aus der zeitmaximierten Storung. Die Elemente der Matrix PL lassen sich aus einem ge- 
wohnlichen linearen Gleichungssystem der Ordnung 10 berechnen. Hier wird die Matrix Q L  proportional (Kon- 
atante q) der Einheitsmetrix gewahlt. Die Richtung der Kraft erhalt man d a m  aus 

" " . x = [ i  - -a++ 2 +p$(t)7 1. 
s B + f [ B - a ; (5) ] 

Die Abschatzung fiir den Betrag der Kraft fuhrt in diesem Beispiel auf 

k 
Wm 

-2.0 ' I I 1 I I I I 

00 2D 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 140 ru,t 
a ]  

a 

AIA. 2. Systeniantwort : a) Sy?iteln uhne Kuckftihrung, b) Syntem init 
linearer Htickftlhrung. c) J p t e m  mi1 vollatandiger Kilckftihrung. - In Men 
drei Zelchnungen mussen Lei deli Beschriftungen dcr liurvcn -a und a 
ausgelauschl werden. wn 

C l  
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Bild 2 zeigt die Systemantwort eiries im instabilen Drehzahlbereich betriebeneti, unsymmetrischen, walzenfiirmigen 
Rotors mit Uriwucht und Lageruiigssymrnetrieii mit 

Das freie System zeigt einen in der Zeit deutlicli aristeigeriden Verlauf der Wellenauslenkurig a. Diese Instabilitiit 
l & B t  sich init der gewiihlten linearen Regelung nicht beseitigen. Mi t  der vollstandigen Regelung wird bereits nach 
kurzcr Zeit der Nullzustand erreicht. 
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ZASTRAU, B. 

Zur Anwendung von Hontaktelenienteii fiir die Berechnung 
dcs Schwingungsverhaltens gerissener Badken 

Das dynamische j'erhalten gerissener Strukturw, wie es etwa bei Stahlbeton vorliegt, ist aucli ini Ucbrauchszu- 
stand nichtlinear. Der Gebrauchszustand soll dadurch gekennzeichriet sein, da13 zwar in Abhangigkeit der Last- 
amplitude einzelne Risse geoffnet sind, aber keine fortschreitende Schadigung eintritt. Will man die Schwingungs- 
antwort und das Ubertragungsverhalten aufgrund einer Erregerkraft mit harmonischer Zeitfunkt ion bestimmen, 
so ist mail wegen der Nichtlinearitat auf numerische Methoden mit Zeitschrittintegration angewiesen. 

In der vorliegenden Arbeit soll an einer stark vereinfachten Problemstellung gezeigt werden, wic im Itahnien 
der Finite Element Methode (FEM) mit Anwendung der Newmarkintegration die Einfuhrung von Kontaktelemen- 
ten zum Erfolg fuhrt. Bild 1 a stellt exemplarisch eirien Strukturausschnitt mit geiiffnetem RiW und das verwendete 
Koiitaktelenicnt dar. Il~l Verlauf der Berechnung sind zwei Zustiinde zu unterscheiden, nlmlich 

a) gevfftietcr RiW init freier Verfonnbarkeit von liukem und reehtei~i 1CiWkitoteti und kriiftcfreier ItilJoLer- 
fliclie und 

b) geschlossetier RiB init gleicher Verformurig der RiWknoten und eiiier Druckkotitaktkraft zwischeti drm 
Knoten I und r .  

Fuhrt man das in Bild 1 b dargestellte gemischte Element mit einer dem Mittelknoten zugeordneten Kontakt- 
kraft S ,  ein. so lassen sich bei Beachtung der Elementorientierung die aufgefuhrten Bedingungen wie folgt schreiben : 

a) S ,  = 0, U I  (= (5, - xl) + U ,  = 6 + U , ;  b) S 2 0 ,  Ul = U ,  (1 a, b);  (2 a, b) 
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Hierin bezeichnen x die Koordinaten und U die Verschiebung der Knoten, b ist die ursprungliche Spaltbreite am 
RiO. Mit den fur beide RiBknoten formulierten Gleichgewichtsbeditlgungen 

woriti si uild ft die Schiiittkraft- uiid Kiioteri~raftvektorcn &id, lassen sich die Glleichungen 1 mit folgenden Matri- 
Zen darstellen 

&lit dicscii Hilfsiiiatrizeri lauten die Elenientmatrizcii fur Steifigkeit, RayleighdSmpfung uiid Messe 
12 = k*11, c: = (ak* + P?&*) II ) 1Y1 = ? U * € f ,  (5  a, b, c) 

mobei die Wahl der Faktoren k* und m* beliebig ist und je nach ItiWOffnungszustand H ,  fur Kontakt oder H,,, fur 
den offeneii RiO zu wiihlen ist. Dabei lassen sich im ubrigeri auch die bei dynamischem Koritakt vorhandenen zu- 
satzlicheri Beziehungeii 

v ,  = u, ,  u, = u, (6ia, b) 
realisieren. Erste .Hinweise zu dicser Art der RiWbetrachturig lassen sich bei HUGHES, et  al. [ 11 finden. 

Zur iiumcrischen Berechnung gehiireii ferner Kriterien, um ein offnen bzw. SchlielJen dcs Risses festzustellen 
sowie Fortsetzungsbeziehungen. Eine VerSnderung der RiBkonfiguration tritt genau dann ein, wenn die in (1) angc- 
gebenen Ungleichungen verletzt sind, wobei es durchaus moglich ist, Adhasionskrafte zu berucksichtigen. 

Numerische Untersuchungen haben gezeigt, daB im Rahmen kleiner Integrationszeitschritte beim offnen 
lediglich eine Korrektur der Systemmatrizen vorzunehmen ist, d. h. ein Wechsel von H, riaeh $Inc, daB aber die 
Anfangsbedingungen der Verschiebung + U ,  +U und +U nach dem Offnen identisch zu -U ,  -ti und -U gewahl 
werden konnen, ohne dalJ eine der Systemanderung Rechnung tragende Glei’chgewichtsiteration notwendig wird 
Fur den Ubergang von geoffnetem zu gesehlossenem RiO werden allerdings zusatzliche Annahmen erforderlich. Dies 
sind Rauhigkeit der RiDoberflache, Kleinheit des Zeitintervalls und eine Elementgroh dergestalt, daD fortlaufende 
Wellenfronten wahrend eines Zeitintervalls die Nachbarknoten nicht erreichen. Dann kann fur die am SchlieOen 
beteiligten Knoten die Newtonsche StoIjhypothese mit e = 0 eingefuhrt werden, und aus dem Impulserhaltungssatz 
in Richtung des Kotaktelelnentes errechnet sich die den beiden RiBufern nach dem StoB genieinsame Geschwittdig- 
keit U l i ,  aus 

(7)  -&l-iJ - +1).1+Lj = 0 

sind durch die Wahl einer korisistenten Massenmatrix begrundet und nicht auf Wellenausbreitung zuruckzufuhren. 
Die Annahme der Stetigkeit von inneren und auOeren Kraften fuhrt zu einer gleichlautetiden Beziehung fur die Be- 
schleunigung 

Model1 eines Zweifeldtrogers 

Knoten 399 
I 

Knoten 91 F(t)= f. sinRt 7 1  Rin 2 

b = 0.4 m ; h = 0.6 m 
E = 3.4.1010 N/m2 ; 0 = 2500 kg/m3 

; R = 1o/s = -1.8 kN 

4 x 3 2  8 - Knotenelcmente 
3 x  4 Kontaktelemente 

Mossenmotrix konsistent Bild 2 a. Ualkeuelement mit  llisseii 

8 Z. angew. Math. Mech., lid. 66, 11.4 
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Bild 2 b. Zeitverlauf der Bewegung zweier Knoten beim Balkenelement niit Risseo 

Da i. a. das SchlieWen der ltisse erst nach einem Durchdriiigen der KiIjufer festgestellt werden kanii, mu5te ohne 
Vorhandensein von Erhaltungssatzen fiir die Verschiebung der StoSzeitpunkt iteriert werden und danach die Tnte- 
gration fortgesetzt werden. Dies ist im Rahmen der angestrebten Uritersuchungen bei weitem zu rechenzeitaufwen- 
dig und konnte, durch eine Vielzahl von Beispielrechnungen bestatigt, durch folgende massengewichtete Schatzung 
ersetzt wcrden : 

in der d CJ das Verschiebungsinkrement des Ietzten Zeitschritts bezeichnet. 
Zum Nachweis der Verwendbarkeit des vorgestellten Verfahrens seien die Ergebnisse cines Musterbeispiels in 

Bild 2a, b wiedergegeben. Die vorgelegten Ergebnisse zeigen, da5 das eingefiihrte Kontaktelement mit dem in aller 
Kurze vorgestellten Algorithmus auch Probleme niit vielen Freiheitsgraden und einer Mehrzahl von Rissen behan- 
deln I&&. Fur weitere Ergebnisse und die Anwendung auf Dsehfreiheitsgrade mu8 auf andere Yublikationeri des 
Autors verwiesen werden. 
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ZHAXG, B. ; ZIEGLER, F 

Ein Randintegralgleichungsverfahren fur die Schwingungen 
einer elastischen Saule in einem Flussigkeitsbehalter 

In  der Arbeit von LIAW und CHOPRA [ l ]  wird der hydrodynamische Druck auf eirie zyliiidrische Saule, die sich in einer 
unendlichen Fliissigkeit befindet, mit Hilfe von Besselfunktionen exakt berechnet. Wir erweitern diese Arbeit auf 
eirie Saule in einer endlichen Flussigkeit, die von einem starren Behalter umfaBt wird, wenn sie zeitlich harmonisch 
wege rregt wird . 

1. Harmonische Schwingung der SIulenkonstruktiori 

Unter Beriicksichtigung der horizontalen harmonischen Wegerregung wird die Saule anhand der Balkentheorie be- 
schrieben und als ein eberies Schwingungsproblem gelost (ZIEGLER [2]). Die linear elastische Saule wird vereinfachend 
als masselos atigenommeii. Der Einmasseschwinger besitzt zwei Preiheitsgrade :Verschiebung und Drehung der 
Endmasse {Abb. 1 a}. Die Schwingungsgleichung ist aus [2]: 

[ J ~ I  {Y} + [CI { Y }  + [KI IY) = { P e )  * 

{ Y }  = [@I {T}, { Y }  = iY[@] {T} ) {Y} = -v2[@] {T}. (2) 

(1) 
Die Deformation wird durch die Linearkombination der Eigenformen dargestellt [2] : 

Damit erhalt man die Schwi~igii~igsgleic.hung der gedampften, aber iiicht hydrodynamisch belasteten Saule zeitlich 
reduziert zu 

(-+[MI + i v [C]  + [K]) [@,I {T) = {Pel (3) 

2. Hydrodynamische Belastung 

Die Saule ist in eiiie Fliissigkeit getaucht in eiriem beliebig geformten Becken. Die Flussigkeit ist linear kompressibel 
und reibungsfrei vorausgesetzt. Dem hydrodynamischen Druck bei harmonischer Erregung entspricht dann die 
Helmholtz-Gleichung : 

A,P + kZP = 0 ,  k = V / C ,  (4) 

A h b .  l a .  Siiule im Bellalter Abb. 1 b. Die niodalen l)ruckfunktioneii 

wobei k die Wellenzahl und c die Schallgeschwiridigkeit in der Fliissigkeit ist. Die hydrodyiialnisohe Belastung ail 

der Saule in radialer Richtung ist durch ihre Liisung unter Beriicksichtigutlg der folgenden Randbedingungen zu 
bestimmen : 

_ -  _ -  - --QUt cos y atn schwiiigeriden Rand I', , (5 )  
ap 

an an a' - 0 am fixen Rand r, , 
P = 0 an der freien Oberflache r, . 

Die oben bezeichneten Randbedingungen stellen den Zusammenharlg zwischen den1 hydrodynamischen Druck und 
der Verschiebung des Fliissigkeitskorpers dar. Mit Hilfe der Greeiischen Funktion fuhrt die Helmholtz-Gleichung zu 
einer Randintegralgleichung [3] : 
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wobei Irl den Abst,and vomQuellpunkt zum Bildpunkt bezeichnet. Wir wshlen den Realteil der Greenschen Funktion 
fur die radial ausstrahlenden Wellen aus: 

ZAMM - Z. angew. Math. Mech. 66 (1986) 4 
- 

G ( r ,  r’) = - (7) 

damit ist die Randbedingung an der freien Oberflache erfullt. Die Integralgleichung ist jetzt nur mehr auf 1; + r, 
auszuwerttw. lr’l entspricht dem Abstand vom Quellpunkt zum Punkt, der zum Bildpunkt an der Oberfliiche gespie- 
grlt ist. 1)er gesarnte Rand ist in N Elemente zerlegt. Anniihernd ist der Druck in jedem Element konstant angenom- 
~i i ( ’11  und zwar gleich dem Mittelpunktwert. Daher erhalt man statt der Integralgleichung das lineare Gleichungs- 
system mit vollbcsetzter Koeffizientcnmatrix : 

3. Saule-Flussigkeitsinteraktion 

<J( tzt kaiin die fur jedes Teilsystem berechnete Antwortfunktion zur totalen zusammerigesetzt werden, und man 
erlinlt fur das Interaktionsproblem des harinonisch erregten Systems durch Synthese folgende Gleichung : 

(9) ( - V 2 [ . W  i- iV[CI + [KI + v2[P21) [@I {TI = {Pt) + { P I }  , 

Pft = J [L(x )  J PAR, y ,  z) R cos y dyl dx = Z [,Z J’,(B, y r n ,  X I )  R cos ymdyrnl L(z j )  
II 2 R  

, 
0 0 ~m 

\\ obei { 1;) und [P , ]  die generalisierten effektiven Belastungeri sind, die durch Starrkorperverschiebung bzw. Ver- 
formung entsprechend der Schwingungsinodus der Siiule verursacht werden, LE(z)  ist i-te Eigcnform des Balkeiiu. 
IVir multiplizieren mit [@IT von links, beachten die Orthogonalitat der Eigenvektoren und erhalten : 

4. Numerischo Ergebnisse 

l)ic liitcgration der Greenschen Funktioil uiid ihrer Ableitung sind hier nach drei versehiedenell Artmen ausmrechiien. 
H i c .  Eleiiieiite, deren Distanzen zwischen Quellelement und Bildelement grod sind, werden als konstante Elemente 
bi.handclt. Die entsprechende Integration lautet : 

aobei Ir,) die Distanz zwischeri den Elementmittelpunkten ist. Benachbarte Elemeiite, hingegeu, lassell sich durcli 
ein aniiaherrides Integrationsverfahren losen. Hier sind jene rechteckigen Elemente mit 4 Punkten und dreieckige 
Elemente mit 3 Punkten beschrieben. Die Integration ergibt dann : 
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mu 
0.81 

056 

031 

fur rechteckige Elemente gelost. Der Flussigkeitsdruck in den einzelnen Schwingungsfornien wird in { Abb. 1 h) 
dargestellt. Die Existenz des Beckens beeinflu& die Fliissigkeitsdruckverteilung. Es erzeugt einen groBeren hydro- 
dynamischen Druck an der Saule. J e  naher die Beckenwand zu der Saule liegt, umso groBer ist ihre Wirkung 
{Abb. 2 a}. Das numerische Resultat zeigt, daB auch der Boschungswinkel den Druck stark beeinfluBt. Der hyclro- 
dynamische Druck vermindert sich mit der Verkleinerung des Boschungswinkels {Abb. 2 b}. Die Genauigkeit des 
numerischen Verfahrens hiingt stark von der Verteilung im Elementennetz ab. Bei geeignetem Elementennetz zeigt 
das Verfahren hohe Crenauigkeit und rasche Konvergenz mit zunehmender Elementanzahl. 

X - 
H 

- 
- 
- 
- 

4.d x 10 -* 
4.0 X 10 - 

1 1 , 1 1 1 1 -  0063 . .  I I  I I - 
I 1 2 3 4 5 6  I 2. 7~10~23~~~2.6x,w' 3.2xD" 

Abb. 28. Hydrodynsmischer Druck im LPngenpunkt z = 0.7H 
- Auf der Abszisse D,/R abgetragen. 

Abb. 2b. Dle Druckverkilungen im Hinblick auf die Xnderung des Boschungs- 
winkels - FiIr z/6 lies r/6 

6. Losungsvergleich 

Die Saule-Flussigkeit-Konstruktion laat sich bei einer einfachen Geometrie analytisch behandeln. Fur ein konzen- 
trisches Becken gibt es fur die dreidimensionale Helmholtz-Gleichung eine analytische Losung. Diese wird in die 
Dissertation von ZHANQ aufgenommen. 
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AREN, H. ; KELL, K.-J. 

Integrated Photoelasticity as Tensor Field Tomography 

Tn integrated photoelasticity polarized light is passed through the whole model and stresses are determined on the 
basisof the integral optical phenomena. Since the determination of the stressesisusually carried out by sections, inte- 
grated photoelasticity can be considered as a particular kind of optical tomography. However, while classical tomo- 
graphy deals only with scalar fields, in integrated photoelasticity one has to determine a tensor field (stress tensor 
or dielectric tensor). 

Tensor field tomography is much more complicated than that of the scalar field due to several specific features 
(at every point of a tensor field one has six unknowns instead of one in  the case of a scalar field, the effect of a 
point of a tensor field on the passing radiation depends on the direction of propagation of the latter, one has to 
use polarized radiation, etc.). Besides that,  two principal questions arise: 1) what can he measured when polarized 
radiation is passed through a tensor field ? 2) is the experimental information sufficient to determine a tensor field ? 

Tn the case of the scalar field tomography, the field is determined by the aid of the inverse Radon transform 
on the basis of line integrals through the field, measured experimentally [ 11. In the case of a tensor field a line inte- 
gral through the field does not have any physical meaning, in general. 

Tf polarized light is passed through a three-dimensional photoelastic model, the light vector is transformed by 
a iinitary i~nimodular matrix as follows [2] 

where F,o arc the components of the incident light vector and Ep are the components of the emergent light vector. 
The most general expression for U is 

where the parameters 5 ,  [, and 8 depend in a complicated way on the stress distribution along the light ray. If charac- 
teristic angles a. and a*, and characteristic phase retardation 2y are measured experimentally [2], we can calculate 
t h c  parameters 6, 5' and 8: 

cos (a0 + a*) 
cos (ao - a*) 

sin (ao + a,) 
sin (.so - a,) tg F = t g y ,  t g i =  . t g y  2 

Thus, on ewry  light ray we get three relationships between the experimental data and parameters which charac- 
terize the st,resses. However, to  use these data for determining the stress distribution is very complicated. This 
prohlcm has been solved only for a number of particular cases [2]. 

Tf the principal axes of the stress tensor are constant on a light ray, the matrix U can be diagonalized: 

S( -a(,) S7S(a0) = G(y)  (6) 
whrre 

sina, cosao 0 e--iY 0 ) cosaO -sinao), G(y )  = 
8 ( N 0 )  = 

In this case on every light ray two experimental values, a. and 2y ,  can be recorded. Besides, now the integral Wert- 
heim law holds: 

Zy.?, 
A = -  = 6, - 6, = J (n, - 

23% n,,) dy . (9) 

Here 1 is the wavelength, n, and n,  are indices of refraction for light with vibrations along the x and z directions, 
accordingly, 6, and 6, are absolute optical retardations. and y is the direction of light propagation. One may also 
use the integral Favre law: 

6, = I n ,  dy , 6, = In, dy . (10) 
Let us consider the determination of stress in a plane of symmetry of an axisymmetric body. T n  this case 

t,he indices of refraction ni can be expressed through stresses ai in cylindrical coordinates as follows: 

n7 = no + Clar + C&e + a,) , n = no + clae + C2(uz + or) , n, = no + 4az + c',(a, + ae) , 
(111, (121, (13) 
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where C, and C2 are optical constants. We also have 

(14) 
where 6 is the angle between radial coordinate and x-axis. 

Measurement of the two absolute optical retardations 6, and 6, by scanning of the cross-section is not sufficient 
to determine the three unknown stresses u,, be and az. However, a specific feature of the stress field tomography 
is that one has some additional information about the stress field equations of equilibrium and compatibility, 
boundary conditions, etc. In the case under consideration one has to  use the compatibility equation, which can be 
written in the form 

n, = n, C O S ~  6 + f i e  sin2 8 , 

Let us express the stress components a,, Ug, and a, as power series or as other functions of the radial coordinate r. 
These functions include three sets of unknown coefficients. Equation (15) permits to  eliminate one set of the coeffi- 
cients. Formulas (10) yield a system of linear equations to  determine the other two sets of coefficients. Thus, the 
stress tensor field is determined. 

It is interesting to  point out that the dielectric tensor field cannot be determined in this way since one cannot 
use (15)) and formulas (10) are not sufficient to determine the distribution of three components of the dielectric 
tensor. 
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* ANTES, H. 

Komplementare Berechnung Reissnerscher Platten mit Splinefunktionen 

1. Einleitung, Problemstellung 

Die Theorie der schubelastischen Platte nach E. REISSNER [l] ist aus mehreren Grunden, z. B. wegen der besseren 
Erfassung der Randbedingungen, befriedigender als die Kirchhoffsche Theorie, leider jedoch numerisch aufwendiger. 
Hier wird ein Vorschlag zur numerischen Ermittlung der geometrischen sowie der statischen ZustandsgroDen ge- 
macht, der sich dadurch auszeichnet, daD wesentliche Randbedingungen relativ einfach exakt erfiillt werden konnen, 
und nach dem bereits wenige Ansatzfunktionen gute Ergebnisse liefern. Dabei werden B-Splinefunktionen mit mehr- 
fachen Knoten am Plattenrand beniitzt, die die erwiihnte einfache Verifizierung der wesentlichen Randbedingungen 
ermoglichen. Dieses Vorgehen war bei Kirchhoffschen Platten bereits sehr erfolgreich [2, 3,4,5]. 

Bekanntlich ist es moglich, an die Stelle der Losung der Grundgleichungen, der Gleichgewichts- sowie der Ver- 
traglichkeits-Bedingngen nebst Randbedingungen, die Losung eines Variationsproblems zu setzen, dessen Ver- 
gleichszustiinde nur eines der beiden Systeme von Differentialgleichungen erfullen miissen. Fur Zustande, die alle 
geometrischen Bedingungen erfiillen, ist dies das Variationsfunktional des Gesamtpotentials : 

Dabei bezeichnen w bzw. @a die Durchbiegung bzw. Rotationen und Mzflnb, Q;np bzw. p* gegebene Belastungen am 
Rand C, bzw. auf die Plattenfliiche F.  B = EhS/l2(l - ya) u n d P  = 10/ha sind charakteristische Plattenkonstanten 
und h die Plattendicke. 

Wie in [ S ]  gezeigt wurde, besteht in der Reissnerschen Theorie vollstandige Analogie der geometrischen 
Relationen zu zugeordneten statischen Beziehungen. Insbesondere sind den Vertraglichkeitsbedingungen analoge 
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Beziehungen zwischen den ,,Spannungen" Map, Q, und Spannungsfunktionen ?pa zugeordnet IS] (elz = -eZ1 = 1, 
PI,  = e** = 0): 

M,, = O.5(eaeYp,e + eoeYa,e); Q, 0 . 5 ~ @ ~ , , y ,  . (2) 
Hierhei ist Mu, der allein den Verkriimmungen x,, = 0.5(@,,~ + @ P , ~ )  zuzuordnendc Anteil der Momente Mu,: 

Mit diesen Spannungsfuitktionen ya und einer partikularen Losung Mfp, QZ der in homogenen Gleichgewichtsbedin- 
gungen [61 lautet das Yariationsfunktional der komplementaren Gesamtenergie bei homogenen geonietrischen 
It and bed i 11 gu ngen 

2. Approximation 10 it B-Spl ina-Funktionen 

Die Theorie der B-Splines kann hier nicht erlautert werden; diesbezuglich sei auf [7 ,8]  hingewiesen. Hier seien nur 
die Eigenschaften von B-Splines mit mehrfacheii Raitdknoten angegehen, die sich bei der Anpassung von Ansatzen 
an Randbedingungen als vorteilhaft herausstellten. Fiir einen R-Spline M L ( x )  = M,(s; r,. Y,+I, ... , r ,  1 ,1) der Ord- 
nung 11, p in  Polynom vom Grad 71 - 1 ,  gilt im Fall x, = rr+l = ... = rL  1 1 n ,  a < 7) [91: 

a) M,(z)  ist bei r = xL ails Cn a - 1  

h) d"Mp(s)/dr" = 0 in x = xz -t E fur In = 0(1) 71. - N - 1. 
Mit  einer Iinterteilung des Plattengebiets durch eirifache Knoteri x,, hzw. yj in s t Elemente und mit Rand- 

knoten der Vielfachheit 01 erhalt man eine zweidimensionale Splinefitnktion aus den Produkten der linear unabhangi- 
gcn R-Splines M,(r) u i ~ l  M,(y).  Damit sind Ritzansjtze fiir (1) hzw. (4) konstruierhar, z. B. (A' = .Y n - I ,  
~%'f -= t -k 72 - 1)  

Die Erfullurig der wesentlichen Randbedingungen kann, falls diese homogen siiid, einfach durch Weglassen gewisser 
Rand-B-Splines erreicht werden. So ist z. B. fiir eine bpi y = 0 ringespannte, qonst gelenkig gelagerte Rcchtrckplatte 
(0 5 r j n, 0 5 y 2 h )  

ein geometrisch xiil8ssiger Ansatz fiir (1) .  Statisch zulilssige Ansatze fur (4) haben die statischen Randbedingungen 
zu erfiillen. Rinr gelenkige 1,agerung z. B. bei y = b crgiht im Fall bikubischpr Ansatze (71  = 4) fiir y). mtsprcchend 
(5) wgen 

( 7 )  
V 1 N M 

AT&, h )  - 0 = - 2' /12, ,Af;(.r)  M , ( b )  1 p* - - 1 2  -1 J&(r ,  b )  
2 - 1 3 - 1  1 -- v 

a18 zuliissigen Ansatz - y1 blcibt unhceinfluBt - 

Die I'ariatioti des Funktionals (1) nach den Freiwerten c.pi liefert ein lineares Gleichnngssystem mit dcr symmet ri- 
srhen Steifigkeitsmatrix K aus folgenden Teilmatrizen 
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Tm Fall konstanter Flachenlast p* = po lautet die ,,rechte" Seite 

V V 
pl=-- - -  A-aPo(Mt(a) - Mn(0)) ; p , = - -  A-zPo(Jfdb) - M,(O)) ;  P3 = PO (10) 1 - v  1 - v  

Das komplementare Yrinzip (4) fuhrt zu dem symmetrischen System F - d = q mit den Blockmatrizen 

Die ,,rechte" Seite q ist abhangig von @: und w*, vor allem aber von M$ und QE und kann hier nicht explizit, an- 
gegeben werden. 

3. Ergebnisse 

Die Erprobung dieser komplementaren Verfahren ergab bereits bei 4 ma1 4 Elementen gute Resultate, z. B. (1)  bei 
allseitig gelenkiger Lagerung und kubischen Splines aus 95 Gleichungen (v = 0.3, b/a = 1 )  

= 0.00404 (0.00405 [lo]) fur h/a = 0.01, 
w",xB'poa4 = 0.005 18 (0.005 14 [lo]) fur h/a = 0.25 . 

Bei einer allseitig eingespannten Quadratplatte, bei der ja keine Randbedingungen an yz gestellt wcrden, liefertc (4) 
am Rand (x = a/2,  y = 0 )  fast den exnkten Wert: M E  = -0.0515a2p0 fiir 1~ = 0 . 0 1 ~  und v = 0.3. 
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BATISTA, M. ; KOSEL, F. ; STOK, B. 

Determination of the Stress-Strain State in Two-Fold Connected Plates 

1. Introduction 

Among the known methods of solving the stress-strain state in two-fold connected plates the most succcssful has 
proved to be the method of conformal mapping which enables a conformal one-one mapping of the domain of a plate 
on a circular annulus where the boundary conditions can be more easily fulfilled [4]. Using this method the aim of 
our short communication is to  determine the stress-strain state for various cases of form and boundary conditions. 
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2. Basic equations 

We deal with an ideally elastir, homogeneoua and isotropic body whose stress state can be treated as a plane stress 
or plane strain state. The domain S which is created by the intersection of the body by the plane O,, is bounded by 
the outer (Ll) and the inner (L,) curve. The origin of the coordinates is set inside the curve L,. Now let 

Tll-1 

2 = f!)(() = Ckck ( 1 )  
- 111 

be the function of the complex variable 5 which conformally maps the annulus el (= 151 5 1 from the plane ([) onto 
a given domain S in plane (2). Now let the domain of the annulus be denoted by C and the circles by which it is 
bounded by yl (outer) and ya (inner). We define function (1) by the method of A. G. UaODbIKOv, according to which 
the coefficients Cn are determined by the Lagrangean interpolation formula through m interpolation points on 
each boundary of the domain [a]. 

As it is known [2] the task to determine the stress state now transforms into the determination of two analy- 
tical functions y(5)  and y ( [ )  on fulfilling the following boundary conditions 

j =  1 , 2 ,  

where 

N j  is the normal and T, the tangential stress on the boundary L,, and C, the additive constant. 
f i ( 4  = J (Ni + iTi) o'(0 dt + Q, * (3) 

Following the method of analytical continuation the boundary condition (2) takes the form [l] 

and the function y(() is determined by thc cxprcssion 

Tha unknown function y ( t )  is looked for in the form of a series 
00 

T( t )  = antn I 
-00 

The fonctions F( t )  and O(t) arc devclopcd into t h e  series 
m <W 

F( t )  = Ant"; Q(t )  = 2' Dntn-- l  , 
--m - w  

where the coefficients D, are obtained from the infinite system of equations 

- e?) Cn n = -m, ... , wt - 1 
for other n 

11 t m - - l  - 

2 ( k  - n )  C E - n L ) k  = 
il. - n - wc 

1 dt 
2na tn+l  

Eow we introduce (8), (9) and (10) into (4). Multiplying the obtained expression by -; __and integrating it in 
the rlosed way around y l ,  we obtain 

aJ 

(1 - Q:") a, + c k&+& = A, 
-00 

System (12) is an infinite system of linear algebraic equations which can be solved by the method of conse- 
cutive iterations. We take into account so many terms that the boundary condition on y, becomes fulfilled with the 
prescribed accuracy. (The boundary condition on yl is fulfilled automatically.) The function ~ ( 5 )  thus being defined, 
we can by using (7) calculate y ( [ )  as well as the stresses and displacements according to the known MUSHELISHVILI'S 
eqnetions [2]. 

3. Examples 

By conformal mapping of a given domain we obtain a domain which is similar to the original one. As a consequence 
also the stresses correspond to an approximate domain. The mapping of domains which have sharp transitions of 
form on the outer boundary gives us strongly rounded domains if the number of interpolation points is small. This 
is, however, different to  the domains having sharp transitions of form on the inner boundary. Inner sharp transitions 
can he extremely well mapped even at  a small number of interpolation points. 
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0 
c - 

, 4. LI 

The first example illustrates a rectangular plate with a centrical circular hole which is tension loaded in the 
x-direction (Fig. 1). Mapping the domain we choose the outer edge to  be rounded by the radius b/10 and prescribed 
by a small partition m (4 to 8). The calculated results of the stress concentration factor in point !I' are presenbed i n  
Table 1. In the last line of the Table we can see the resiilts of J. HOWLAND for an infinite band [3]. 

10 

N=70 
--c 

Q 

,. 

N - 
Fig. 1. Rectangular plate wit.11 n eirculnr hole subjected to a ront,inuoiin tennion Fig. 2. Rqiiipoteirtial functions of the main tangential ntrrsrea 

load 

Table I Table I1  
~ ______ - -. ______ 

a/b/r/b 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 a / D  A B C 

8.757 5.053 5.053 1 3.09 3.36 3.87 4.76 6.38 9.47 16.36 0.1 
12.065 5.290 7.370 1.5 3.05 3.19 3.46 3.91 4.65 5.85 - 0.2 

2 3.04 3.16 3.40 3.79 4.43 5.47 7.25 0.3 15.903 5.787 9.427 
3.38 3.76 4.37 5.36 7.05 0.4 19.059 G.660 13.088 2.5 - - 

- 4.36 5.33 7.00 0.5 26.325 8.805 19.171 3 
O.G 57.1 10 14.376 37.234 

M 3.03 3.14 3.36 3.74 4.32 - - 

- - - 

- 

_ -  _ _ ~  ~ _ _ _  

Fig. 2 illustrates the behaviour of the main tangential stresses for a/b  = 1.5 and r / b  = 0.6 in N/mm2. 
The next example treats a circular plate with a square hole (Fig. 3). The stress concentration factors in the 

transition point a t  the prescribed accuracy of the mapping (A) and at the given ratio r/a = 0.1 (B) and r / D  = 0.01 ( C )  
can be seen from Table IT. 

Fig. 4 shows the main tangential stresses in N/mma for the case of a / D  = 0.5 a t  the given accuracy of the 
mapping. 

Fig. 3. Circular plate with a square hole subjected to a continuous compression 
load 

Fig. 4. Eqiiipotential functions of the main tangeutial stresses 
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DE BOER, R. 

Bruchbedingung fur sprode Werkstoffe und Traglnstverfahren 

1. Einleitung und Zielsatzung 

Sprode Werkstoffe gelangen in vielen Bereicherl des Ingenieurwesens bei der Erstellung von Tragwerken zur Anwen- 
dung. Es sei in diesem Zusammenhang an Tragwerke erinnert, die aus Beton oder Ziegel gebaut werden, und an 
Damme und sonstige Grundbauwerke, die aus granularen Medien bestehen. Bei der Behandlung dieser Werkstoffe 
ist die Frage nach Versagenoder Bruch von besonderer Bedeutung. Eine sehr iibersichtliche Beschreibung des Ver- 
sagens kann erreicht werden, wenn kontinuumsmechanische und plastizit&t,stheoretische Methoden angewendet 
werden. Dies setzt voraus, daD. das Materialgefuge zusammenhangend hleibt. Dies ist bei granularen Stoffen und 
auch bei Beton und anderen sproden Werkstoffen im Bruchzustand im allgemeinen der Fall, wo sich solche Bereiche 
ausbilden, in denen der sprijde Werkstoff in einen granularahnlichen Stoff iibergeht. 

Bei isotropen Werkstoffen ist das Einsetzen des Bruches, d. h. das ungehinderte Anwachsen der Formanderun- 
gen, an eine skalarwertige Funktion, die von den Invarianten des Spannungstensors abhangt, gehunden. Im Gegen- 
satz zii duktilen Materialien zeigen die Versuchsergebnisse fur sprode Werkstoffe eine starke Abhangigkeit der 
Hruchbedingung vom hydrostatischen Spannungszustand. Eine solche Bruehbedingung mit Anwendung auf boden- 
rnechanische Probleme ist erstmalig von DRUCKER und PRAGER [l] formuliert worden. Sie stellen einen linearen 
Zusammenhang her zwischcn der Wurzel aus der zweiten Invarianten der Spannungsdeviatoren und dem hydrosta- 
tischen Spannungszustand. Dieser lineare Zusammenhang laWt sich im allgemeinen fur sprode Werkstoffe nicht 
aufrechterhalten (8. [el). 

Ziel der folgenden uberlegungen ist die Entwicklung einer solchen mathematisch einfachen Briichbedingung, 
die sowohl fiir sprode als auch fur graniilare Materialien giiltig ist und mit  der rs moglich ist, Traglasttheoreme an- 
zngeben, die den wirklichen Bruchzustand einschriinken. 

2. Bruchbedingung und Traglastsatze 

Revor wir iins der Entwicklung der Bruchbedingung zuwenden, seien die wichtigsten stoffunabhangigen Grund- 
gleichungen im Rahmeri der geometriseh-linearen Theorie angegeben. Die erste Jnvariante des Spannungstensors T 
und die zweite Invariante des Spannungsdeviators TD sind durch 

I T = T . I ,  I I T D = + T ~ * T ~  (2.1) 

li; = F : ’ . I ,  l T i n = + i ” . f $ ) .  ( 2 . 2 )  

E’ = .: (grad 1’ + gradT 93) . 

1)iv T 4- pb = 0 

definiert. Dabei ist Z der Tdentitatstensor. Entsprechend fuhren wir die Invarianten der Verzerrungsgeschwindig- 
keitpn I? ein : 

Die \‘erzcrrungRgeschwindigkeiten k sind ~ I I R  dern Feld der Geschwindigkeiten 2, herleitbar: 

(2.3) 

(2.4) 

W t *  i t c 1 hi  n ti nhen tl  it. Span n ii ngen d c .  n G le i chgewi c h tsbed i n  gii ngen 

zii gt‘niigw. k b e i  ist p die Dichtc und h einr eingcprilgte l ~ ~ ~ s c h l c ~ ~ r i i g ~ ~ ~ ~ g .  

( kwhwindigkeitsvektor 

nirnkrdftc. p h  lnBt sich durch den Ziiwnchs der innercvi Form;lriclt.riiriasarbeit darstc1kn : 

Ail Werdem wien der Spannungsvektor t aiif drm Teilbereich 0 cler OherflBche rles sproden Kbrpers und der 

Der zeitliche Zuwachs der mechanischen Arhcit infolge der Obprflichenspannungsvektorcn t iind der Volu- 
auf dem Teilbereich 33’” der Oberflache vorgegeben. 

5 t .  1 7  clA + l p b  - v d F  = 5 T - k tl V . (2.B) 
e’T 9 ‘Y 

Hierin bezeichrien 3’ den Korper mit den Volumenelementen d V und a 2  die Oberflache des Korpers niit den Flachen- 
elementen dA.  Jrn folgenden machen wir Gebrauch von dem starr-plastischen Schema des Traglastverfahrens (s. [ l]), 
bei dem die elastischen Verzerrungsanteile vernachlbssigt werden. 6; stellt somit die plastischen Yerzerrungsge- 
whwindigkeiten dar. Aus thermodynamischen Betrachtungen finden wir daiin, da13 der Zuwachs der spezifischen 
plastischen Formanderiingsarbeit stets poRitiv sein mnB: 

T - I ; >  0 .  (2.G) 
Nach Angabe der stoffunabhangigen Grundgleichungen kommen wir zur Formulierung der Bruchbedingung. 

Wir postulieren eine Bruchbedingung vom hyperbolischen Typ mit den feldlich und zeitlich unabhangigen Werk- 
stoffkenngroflen a. B und x 

_ _ _ _ ~  
P = 1/TTTo + f&*]% -k F I T  = X I  ( 2 . 7 )  
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die mit entsprechender Wahl der UroBen a, @, x die Bruchbedingung in [2] fur Beton cnthllt. Weiterhin enthalt 
sie mit a gleich Null als Sonderfall die Drucker-Pragersche Beziehung (5. [l]) und mit a und @ gleich Null die voii 
Misessche FlieBbedingung. Die Bruchbedingung (2.7) ist homogen in dem Spannungstensor, so daB nach den1 Eulcr- 
schen Satz 

(2.8) 

a p  
gilt. Da x positiv ist, mu8 auch - T stets positiv sein. Somit konnen wir die thermodynamische Restriktion aT 
(2.6) hinreicheiid erfullen, wenn wir fiir E das FlieBgesetz nach dem Konzept vom plastischen Potential einfuhren : 

wobei eiii positiver skalarer Faktor ist. Mit der Wahl des Flicfigesetzes (2.9) erhalteii wir fur den Zuwuchs der spe- 
zifischen inneren Formanderungsarbeit . .  

T . E = h .  (2.10) 
Dies ist dieselbe Form, die auch fu r  den von Mises-Korper gilt. Somit kiinnen wir ohne weite~wn Na.chweis dic 

Traglastsatze formulieren (8. [ 11) : 
- Der Bruchzustand ist nicht erreicht, wenn ein statisch zuliissiges und sicheres Spannungsfeld gofunden wcrdeii 

kann, wobei man unter statisch zulassig versteht, da8 das Spannungsfeld die Gleichgewichtsbedir~gungeri (2.4) 
und die statisehen Raridbedingungeri erfullt, und unter sicher, da13 die Bruchbedingung (2.7) nicht verletzt wird. 

- Der Bruchzustand ist erreicht, wenn fur ein kinematisch zulassiges Geschwindigkeitsfeld der Zuwachs der 
mechanischeii Arbeit der eingepragten Belastung gleich ist dem Zuwachs der inneren mechanischen Arbeit (8. 

(2.5)). Kinematisch zulassig bedeutet dabei, daB das Geschwindigkeitsfeld die geometrischen Randbedingungen 
erfullt. 

Zur Auswertung des letztgeriannten Traglasttheorems ist es erforderlich, die positive skalare GroDe i in (2.9) 
bzw. (2.10) durch Formanderungsgrol3en auszudrucken. Dies gelingt unter Beachtung von (2.9), (2.7) sowie (2.2) 
nach langlichen Umformungen : 

(2.11) 

(2.12) 
Mit (2.11) kann somit in (2.5) der Zuwachs der inneren niechanischerl Arbeit allein durch die WerkstoffkenngroDe x 
und durch FormanderungsgroBen dargestellt werden. 

3. SehluSbenierkung 

Mit der vorgeschlagenen Bruchbedingung (2.7) korinen experimentelle Ergebnisse, die das Eiiisetzen des Bruches - 
Versagens - von sproden und granularen Medien mzeigen, hinreichend genau beschrieben werden. Sie erlaubt 
aul3erdem im Zusammenhang mit dem FlieSgesetz (2.9) Folgerungen, die im Rahmen der Traglasttheorie nutzlich 
sind. 
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BRUHNS, 0. T. 

Zur Besehreibung plastischen Materialverhaltens rnit Hilfe eines 
Zweiflaehen-Modells 

1. Einfuhrung 

Bei I'rozosnen init wcchselnden Beanspriieliuiigen unterscheidet man zur Charakterisieruiig des eindimensionaleii 
Werkstoffvertialteiis zwischeii monotonen urid saturierten (zyklischen) Spannungs-Dehnungs-Diagrammen. Dabei 
stcllt die xweite Kurve in aller Regel eirie Grenzkurve aller inoglicheri Spannungs-Dehnungsverlaufe dar. Ubertragt 
niaii t iu i i  xur Beschreibung elastisch-plastischen Materialverhaltens diese Vorstellung auf allgerneine mehrdimen- 
sionale Zustande, so geht die monotone Kurve ublicherweise in eine FlieBflache uber, die den Bereich elastischer 
Zustande von dem plastischer trennt. Entsprechend geht danri die zyklische Kurve in eirie Grenzflache uber. Beide 
Flachen kOnnen sich im Raum der Spannungen translatorisch bewegen und aufweiten. Im folgenden sol1 gezeigt 
werdeti, daB sich bci der Beschreibung inelastischen Materialverhaltens eine solche zwei-Flkchen-Throrie aus eirier 
Theorie niit iiiterneii Variablen ableitcn liifit. 

2. Honst,itutive Gleichungeii 

Unter dcr Annahme kleiner Verzerrungen ist es zuliissig, den Uesamtverzerriingszustaiid E aufzuspalten in eineii 
rcversiblcii (clastinchcn) Anteil E' iiiid eineii irrcversiblcii (inelastischen) Anteil pi  

e = Ee + E* (2.1) 
bzrv. nacli niateriellcr Ableitung nach der Zeit 

& - E e  + $ .  

Fiir deli (~lastischc~n Anteil der Fonnanderurigen setzeri wir die Giiltigkeit ciner Bcziehuiig der Form 
E r  = nqa)  u + B(6)  0 

u -= E ( E 4  - B.) . 

( 2 . 3 )  

(2.4) 
Jlabei sirid Ill, und B noch vori der l'emperatur abhiirigige Materialtensoren, u ist der Cauchysche Spannungs- 
t.erinor', und 0 ist. die Tcnipcratur. Das Auft.reten inelastisclier Formdnderungeu sei an die Einhaltung einer FlieBbe- 
d i I I  g n I ig 

gekiiiiyft,, wobei im Rahnien einer Tlieorie init internen Variablen qn diese zusatzlich zu den externeii Variablen a 
rind 6 eiiigefuhrt werden, um die bei inelastischen Formanderungeii zu beobachtenden Veriinderungen auf der 
Mikroskale naherungsweise durch die Entwicklung dieser GroBen erfassen zu konnen. 

Bezcichnen wir nun mit f ( . ,  die jeweilige partielle Ableitung von f nach der angegebenen GroBe, so beschreibt n 

voraus, die sicli init E = J1-l invertieren lasse zu 

/(a, B; yn) = 0 (2.6) 

9 II = IlfAl (2.6) f o  'It z= - 
Q 

die Noriiiale ati die Pl'lieWflitclic f ,  rind 

(2.7) 
1 '  
Y 

L = = & . t l + - f &  

ist die Belastiingsfunktion. Als Anwachsgesetze fur  die internen Variablen sollen hier in den Geschwindigkeiten der 
exteriieri Variablen lineare Beziehurigeri Verweridung finden 

dcr Tatsache ltechnung getragen wird, dab ein Anwachsen der internen Yariablen sinnvollerweise an das Anhalten 
inelastischer Formanderungen gekniipft sein sollte. In diesem Zusammenhang kann dann auch die bekannte Nor- 
malenregel 

(2.10) 

mit H = ]I(.) als Plastizitatsmodul als Spezialfall von (2.8) interpretiert werden. 
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Unter Bezug auf das in der Eirifiihrung Gesagte wollen wir uns hier auf eine Zahl von 4 internen Variablen 
beschrinken, wobei im Sinne einer Kombination der klassischen Modellvorstellungen isotrope und kinematische 
Verfestigung die ersten beiden als Traiislationsterisorii 5 und p die Verschiebungen der FlieB- bzw. Grenzflache 
beschreiben, die beiden restlichen als skalare GroBen das Anwachsen dieser Flachen steuern. Dabei gilt es zu beach- 
ten, daB die Bewegungen beider Fliichen nicht ganz unabhangig voneinander verlaufen konnen. So ist beispielsweise 
ein gegenseitiges Durchdringen beider Flachen von vornherein auszuschlieBen. Aus diesem Grunde werden als weitere 
spezielle Formen von (2.8) eingefuhrt [l] 

niit 

(2.11) 

(2.12) 

wobei v die ltichtung von 5 angibt und ti vom auf der FlieBflache f = 0 liegeiideii Spannungspunkt u in Richtung 
des diesem zugeordneten Punktes 3 auf der Grenzflache F = 0 weist. Das Anwachsen beider Fliichen sei beschrieben 
durch 

(2.13) 

so daB fur den Vergleich mit dem eindimeiisionalen Versuch die folgende Abbildung gilt 

mit den Materialwerten 
H E = H + $ f , ,  HO = H o  + 3' ;, H o  = Hla=O . (2.15) 

3. Isotropes Materialverhalten 

I m  folgenden wollen wir nun isotropes, im Verlauf irielastischer Formiriderungen inkompressibles, Matcrialverhalteii 
annehinen. 111 Anlehnung an die v. Mises-FlieBbedingung gelte ferner 

f = (0' - 5) * (a' - 6)  - a?(& x )  = 0 

F = (a' - 0) * (a' - 6) - &(8,X) = 0 , 

(3.1) 

(3.2) 
wobei die Funktionen ul bzw. CF aus dem monotoilell bzw. zyklischen Zugversuch bestiinmt seien und der Strich 
die jeweils zugehiirige DeviatorgriiSc ken~izeichnet. Gehen wir nun davori aus, daB fur den zugeordiieten Spannuiigs- 
punkt 5 a u f  der Grerizflaclie gilt 

bzw. fur die Grenzflache 

- & = A f  ( i 7  n = n ,  (3.3) 
so laBt sich der Zusanimenhang zwischen ii. und 0 angeben als 

Fur den Abstand beider Spannungspunkte 8 und die Richtung tj gilt ferner [I]  

Im vorgestellten Modell sind die klassischen Modellvorstellungen plastischen Materialverhaltens wie auch eine ganze 
Reihe von Modifikationen ale Sonderfalle enthalten. So erhalten wir zum einen fur HE = Hb = 0 aus (2.11) und 
(2.12) ein rein isotropes Verfestigungsverhalten gemiil3 

(3.8) 

walirend andererseits fur f x  = Pi = 0 wegen (2.15) ein rein kinematisches Modell eingenornmen wird 
. .  V E = ( L ) - ,  @ = & - ( L )  1 - -  - 

v . n  ( "R) tj Tn. (3.7) 

Je  nach Wahl der hierin bisher noch offenen Richtung von 6 lafit sich (3.7) schliefllich auf bekannte Modellansatze 
zuriickfiihren; so fur v = n auf den wohl gebrauchlichsten Ansatz von PRAQER [2], fur v = u auf den Ansatz von 
ZIEGLER [3], fur v = 1 auf den von PHILLIPS [4] und schlieBlich fur v = '1 auf den von M ~ 6 z  [5]. Dabei kennzeichnet 
u die Richtung der Spannung u' vom ,,Mittelpunkt" der FlieBflache aus gemessen, wahrend 1 die Richtung der 
Spannungsanderung r3 angibt. 
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Abb. 1. 

I ) iv  a i ib  etitsprcclieridcn Experimenten fur eitien austeiiitisclieii Stall1 XOCrNil811 abgeleitetcti Materialfiink- 
tioiieti If (.), a,(.) sowie ug(. )  sind in [l] angegeben. I)as mit diesen Funktionen nachgerechnete riicht-radiale Beispit.1 
oitics diinnwandigeii Zylinders uiiter kombinierter Zug- und Scliubbeanspruchung liefert - in1 Gegcnsatz x u  Kech- 
nuiigc~ii init andeixn Modellen - eine erfreulich gute ifbereinst,iinmurig mit dem Experiment. 

1 U K L H N Y ,  0. T.; MULLER, K., Home remarks on the application of a two-surface model in plasticity. Acta Mechanica 63 (IY84), 81. 
2 PRAOER, W., A new method of analyzing stresses and strains in workhardening plastic solids. Joum. Appl. Mech. 23 (1966), 493. 
3 ZIEOLER, H., A modification of Prager's hardening rule. Quart. Appl. Math. 17 (1959), 55. 
4 PHILLIPS, A.; WAXQ, G. J., An analytical study of an experimentally verified hardening law. Journ. Appl. Alcch. 42 (1975), 375. 
5 MROZ, Z., On the description of anisotropic workhardening. J. Mech. Phys. Solids 16 (1967), 163. 

Bnschrift : Prof. Dr.-Tng. 0. BRUHNSY, Institut fur Mechanik, Universitat - Gesamthochschule Kassel, Monchebergstr. 7, D-3600 
Kassel, RRD 

Eindeutigkeit der Losungen der Bewegungsgleichungen 
eines nichtlinearen elastischen Materials 

13s w i d  gizleigt, daB die Stoffeigenschaften ,,Stabilitat" utid ,,K.evorsibilitGt" (Existenz eirier Forlliaiideruilgserier- 
gicb) liiiireichend fur  die Eindeutigkeit der Losungen der Bewegungsgleichungerl eines nichtlinear elastischen Kiir- 
prrs sind. Bas Beweisverfahren ist eine Verdgemeinerung des Vorgehens, mit dem Eindeutigkeit in der Potential- 
theorie, [l] S. 54 ff., aber auch in der nichtlinearen Elektrostatik [2], [3] und Elastostatik [3] gezeigt werdrn kann. 
Es schlieJ3t riicht die Vorgange ein, bei denen singulare Wellenfronten auftreten. 
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2. Materialeigensehaftcn 

Die Materialfunktion X(.) sei mit folgenden Eigenschafteil ausgestattet : 
(8) Mate r i a l  s t a b i l i  t a t : 

6T -. 6H > 0 fur Vorgabe 6T # 0 oder SH # 0 . (4 1 
Die Operation .. bezeichnet das innere Produkt zweier Tensoren 2. Stufe, A .. B = AijBij, d(.)  := (.)z - (.)l ist eine 
im allgemeinen endliche Differenz bezuglich zweier Zustande 1 und 2. 

(It) Re ve r s i  b i l  i t  a t : 
A a -  aHT = aHT .. A fur alle A w es existiert wo(H) -+ T = aHwo. (5) 

Gleichung (5.1) ist eine Integrabilitiitsbedingung fur den Spannungstensor T ,  welche gewahrleistet, dal3 die Dichte w 
der elastischen Formanderungsenergie existiert. 

3. Ueweiddec 

Man stellt zuniichst die Ueziehuiig 

{dl jdmv.  b T .  6L = J l ( t )  + J, ( t )  (6) 

31, : Jl(t) 2 0 , Jz( t )  2 0 , t E ( to, , t l ]  , fur alle du(t) mit 6u(to) = 0 , (7.1) 
Jl ( t )  > 0 , J J t )  > 0 , t E (to,  tl] , fur alle bu(t) f 0 , 6u(to) = 0 . (7.2) 

1. en 
auf. J l ( t )  urid J,(t) sind zwei Itaumintcgrale, fur die man zeigt, 

Mali iiiuiint nuii  an, daD fur t 5 to eine Liisuiig, fur t > to zwei Liisungen ul(t, 1) # u,(&, t )  existieren, d. h. du(t) = 0 
fur t 5; to , Bu(t) f 0 fur t > to. Aus den Handbedingungen ergibt sich, dal3 die linke Seite von (6) verschwindet, und 
daraus- weiter rnit (7 .1) ,  da13 Jl ( t )  = 0, J z ( t )  = 0 fur t E ( t o ,  t l ] ,  wahrend aus der Ungleichheit von u1 und u, wegen 
(7.2) Jl( t )  > 0 und J2(t)  > 0 fur t E (to, t l ]  folgen wiirde. Darum karin nur 6u(t) = 0 fur Zeiten t E (to, t l ]  gelten. Diese 
ifberlegung kann man fur Zeiten t E ( t l ,  t , ]  wiederholen. Denkbar ware, dab bei mehrfacher Wiederholung das resul- 
tierende Zeitihtervall ( to ,  t,,] beschrankt bleibt, t,, + t,. Das fuhrt aber dann auf einen Widerspruch, wenn fur alle 
t > t ,  die Existenz von Losungen bewiesen weden kann. 

4. Eiiizelsehritte 

Durcli Anwenduiig dcs Satzes voii Gaul3 auf die liiike Seite voii ( 6 )  ergibt sich 

Die Uezieliungen (7.1) und (7.2) sind durch J l ( t )  offenbar fur beliebige t,  erfullt. Fur Jz( t )  finden nir folgende Um- 
formtu1g 

Dabei ist K := 6H. Der Tensor 4. Stufe C ist wegen der Stoffeigenschaft (S), (a), positiv definit und besitzt wegen 
der Eigenschaft (R), (5 ) ,  die Symmetrie A .. C = C -. A fur alle Tensoren 2. Stufe A. Da K(t,) = 0 ist, kann man 
zeigen 

fur alle z + o , 
Hierrturj und aus der lkfinitlieit von C! ergibt sicli schliel3lieli Jz( t )  > 0 fiir t E (to,  tl], falls K( t )  + 0. 

3t1 : z .. ( Z L ~  + I& .. z > 0 , t E (to,  tll  . (10) 
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C O R I ~ ,  B. 

Collapse of Plate Girders Subjected to Patch Loading 

This paper describes results of experimental and numerical studies carried out as a part of a continuing investigation 
at the University of Belgrade, Yugoslavia, and the University College Cardiff, U.K., into a collapse of plate girders 
subjected to localised edge loading. 

For slender plate girders, where failure is induced by bending of the web, the relationship between the collapse 
load and elastic critical load of the web is investigated. The influence of co-existent bending stresses on the collapse 
load is also investigated. Details of the girders tested are shown in Fig. 1. Each girder comprised three panels with 
aspect ratios b/d = 2. In  the first test, the girders were simply supported a t  A-A and the middle panel was loaded 
by a concentrated load P applied through a 50 mm wide bar at the centre of the panel. The load was then increased 
up to failure. The girder was then simply supported at B-B and the end panel tested in the same way. In  each test 
the girder was restrained laterally so that it did not become laterally unstable. Varying the span induced different 
values of the co-existent bending stresses at collapse. The mode of failure obt,ained by the test and the assumed 
rnechanisin are illustrated in Fig. 1, and the test data are given in Table 1. 

3 -2 
2: 3’ 

Pig. I 

Tab le  1 

Girder Support t,,, b, t ,  c ow ~j Ye* ab/uw 

D2-3S 1% - 13 1.96 80 3.05 50 178 272 33550 0.2l.i 
D2-3S A-A 1.96 80 3.05 50 178 272 32000 0.77 
D3-6S S - B  3.0 80 6.25 50 245 298 84100 0.25 
D3-6S A-A 3.0 80 6.25 50 245 298 84000 0.74 

-- __ ~~ ~ - ~ ~ - ~_._____ ~ ___ 

mm ?S/mm* x 
~ ~- ~- 

I t  is assumed that plastic hinges form it1 the flange accompanied by yield lines in the web. Following the upper 
bound theorem of plastic collapse and equating the workdone by the applied loads to the internal dissipation of 
plastic energy gives 

where : 

1 
Mf = 4’ 

The deformation of the flange just prior to  collapse must be compatible with the deformation of the web 
adjacent to flange. Hence : 

\ I . 
A suitable choice for a’, y ,  2 has been found to  be: 

y ,  d 
* = ?. (0,6- - 6,5 - c t‘ 0‘ 1. d 

“ d  Y f y = - * - * - -  a‘ = -~ 
1,25t, t w  crw 10’ (4) 

where t’ is a reference thickness taken as 2,O mm and cr‘ a reference yield stress taken as 300 N/mm2. 
Equations (1)  to  (4) can now be solved to  give a value for the collapse load. Equation (1) has been shown to 

provide a lower bound solution for over one hundred tests on slender plate girders [l], giving a mean value of 
PeX/Pu of 1.42 and a coefficient of variation V of 17.8%. 
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The elastic critical load P,, of a web panel subjected to  localised edge loading, assuming all edges of the panel 

- Section Mechanics of Elastic and Plastic Bodies ____ 

to  be simply supported, is given by [2]: 
TI? E t$ 

P,, = K * 12(1 - Y2) * d 
where K is a factor which depends on the girder dimensions and the loaded length c. 

s t  

In Pig. 2 over one hundred test results from various sources are compared with PexlP,, and the mean line is 
shown together with two other lines, spaced at two standard deviations .on each side of the mean line, which define 
92% confidence li&s. There is a good agreement between theory and experiment. 

Some authors [3] recommend that the influence of co-existent bending stresses can be take into account by a 
factor : 

[I - (2)"r". 
The test results given in Table 1 are plotted in Fig. 3. P,, is the value of the collapse load for bb = 0, which is 

deduced from the test results when the girder was simply supported a t  B-B. It can be seen that the reduction factor 
provides a conservative estimate of the influence of co-existent bending stresses. 

L i s t  of symbols :  E Young's moduls, P,, elastic critical load, P,, experimental collapse load, P, predicted 
collapse load, v Poisson's ratio, a b  bending stress, 0, flange yield stress, ar web yield stress. 
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DORAU, H.-U. 

Zur experimentellen Ermittlung von Stoffparametern fur ebene 
elastisch-orthotrope Cosserat-Hontinua 

1. Einfuhrung 

Bei der von den Gebriidern COSSEBAT aufgestcllten Theorie zur Kontinuumsmechanik werden den einzelnen Materie- 
punkten starre Dreibeine zugeordnet, die sich unabhangig vom Feld der Verschiebungen drehen konnen, so daD 
drei zusatzliche Freiheitsgrade der Kinematik entstehen. Dem entsprechen in der Statik neben den nicht mehr 
symmetrischen ,,Kraftspannungen" neu einzufuhrende ,,MomentenspannungenI', die solche Rotationen hervor- 
rufen. BESDO [ 1, 21 hat sich in zahlreichen Vortrligen sowohl mit der Problematik des nichtlinearen Cosserat-Kon- 
tinuums als auch mit der Anwendung der Theorie auf ,,Klotz-Blattfeder-Modelle" beschaftigt. V. BROOCK [3] unter- 
suchte ebene Blockstrukturen mit Finiten Elementen und verglich mit Cosserat-Losungen. 
9' 
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2. Gruiidgleichungen des ebeueii elastischen Cosserat-Huntinuuni~ 

Ein scheibenformiges Cosserat-Material-Partikel (ebener Spaniiungszustand) besitzt zwei Verschiebungsfreiheiten 
u, v sowie eiiie Verdrehfreiheit y (8. Abb. 1). An  ihm greifen Normalspannungen, Schubspannungen sowie - im 
Unterschied zum klassischeri Koritinuuln - Momentenspannungen an. Bildet man das Krafte- bzw. Momenten- 
gleichgewicht an diesem infinitesimal kleinen Cosserat-Teilchen, so erhalt man die Qleichungen 

(1) 
Das Cosserat-Stoffgesetz fur den ebenen Spannungszustand urid fur ein elastisches Material mit orthotroper Struk- 
tur  - ausgezeichnete Itichtungen : x ,  y - lautet wic folgt (die Schreibweise u,$ bedeutet die partielle Ableitung von 
u nach 5) : 

axz,s + ~ y t , y  = 0 , G , , ~  + a,,,, = 0 , pLz,z  + pFLY2,, + - a,z = 0 . 

Die I ~ e h n u ~ ~ g e r ~  und die den Mome~iteiispannungeri zugcordneten Krumniiingen sind gemdl3 Gleichung (2) mit deli 
Verschiebungen und der Drehung verkniipft (\'ertraglichkeit,sbeziehungen). Ein linear-elastisches ebenes Cosserat- 
Kontinuuni der beschriebenen Art 1&Bt sich folglich durch maximal acht linear unabhingige Stoffparameter be- 
schreiben (3  Zugmoduln: 3 Schubmodulii und 2 Biegernoduln). 

3. Eriuittlung d w  Cusserat-Stoffparaiti~t~r 

Analog zum \.orgehen bei klassisch orthotropen Materialieu werden zwei orthogoiiale Zugversuuhe (jeweils einachsi- 
ger Spannungszustand) duruhgefiihrt und die Lings- und  Querdeh~iungeii gemessen. Zusammen niit den bekannten 
Zugspannungen in 2- bzw. y-Richtung e rhd t  man hieraus explizit die gesuchten Zugmoduln. Es liegt nun die uber- 
legiing nahe, die Biegemoduln ails eineni Biegeversuch zu bcstimnien. Das BuRcre Moment wird jedoch primar zur 
1)ehnung h w .  Staucliiing der Ilrtndfasem benutzt (liiieare ~ormalsyariiiurigsverteili~~ig). .Der Anteil, der zur h e -  
Iiiirig der Material-l'arti kel beniitigt wird (kotistaii ta Moaie~itt:~ispari~iiciigsverteilurig), ist iri dcr Regel vc*rriachliwig- 
bar klein. Die Biegemodulii siiid aus diesem \'ersuch folglich iiicht cxakt ormit,telbar. 111 ALb. 2 i u t  (:in Aussuhnitt 
aus ciiiem unmdlich hohen Scheibeiistreifen dargeutellt. Ani liiikeii Scheibeiirand siiid sowohl die Verschiebungeii 
als auch die Verdrehung hehindert. Am rechten Scheibenrand werden die Horizoiitalverschiebung und die Verdre- 
hung behindert, wahrend sich infolge einer Schubspannung a,, die Vertikalverschiebung q, einstellt. Beini klassischen 
Kontinuum erhalt man eine linear iiber der Scheibenbreite aristeigende Verschiebuiigsfunktion v ,  wiihrend beim 
Cosscrat-Kontinuum infolge der Momentensparinurigerl ani Rand (y = 0 nur am Rand -p # 0) die Verschiebungs- 
funktion die Form eines ,,X-Schlages" annimmt. Diese Funktion lalit sich mel3technisch qualitativ feststellen, aber 
nicht quantitativ auswerten. Es werden daher Schubnachgiebigkciten genial3 Gleichung (3) eingefiihrt 

u = o  
v = o  

Akh. J . Sl)ann~ingen am Conserat-Material-Partiliel A bb. 2. Schubversuch 
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Abb. 3. Qualitativer Verluuf der Rrhubnacli- 
giebigkeit 

0 

Die Parameter B und 1 hlngen lediglich von denSchubmoduln, der Parameter a von den Schub- und Biegemoduln 
ab. Beim klassischenKontinuum sind die Schubnachgiebigkeiten stets konstant (/I = l / G ) .  Beim Cosserat-Kontinuum 
liegt ein mit zunehmender Scheibenbreite langsam abklingender Randeffekt vor (vgl. Wolbkrafttorsion). Der quali- 
tative Verlauf der Schubnachgiebigkeiten in Abhangigkeit von der Scheibenbreite ist in Abb. 3 skizziert. Die Schub- 
nachgiebigkeiten lassen sich fur verschieden grofle Scheiben sowohl fur die x- als auch fur die y-Richtung ermitteln. 
Die Ansatzparameter /?, Az, A, und a+, mtr kann man per Parameteridentifikation bestimmen, um anschlieflend die 
Schub- und Biegemoduln explizit aus den AnsatzgroOen zu berechnen. 

4. Anwendungsmiiglichkeitcn 

Das Verformungsverhalten von regelmaBig aufgebauten Scheibenstrukturen lal3t sich durch Cosserat-Losungen 
approximieren. Bei der herkommlichen Beschreibung einer Scheibenstruktur treten Einflusse sowohl von den 
Material- als auch von den Struktureigenschaften auf. Bei der kontinuumsmechanischen Betrachtung sind diese 
Einflusse reduziert auf die acht Cosserat-Stoffparameter. Einige Scheibenstrukturen mit Cosserat-Eigenschaften 
werden in der Kurzveroffentlichung von Herrn Dip1.-Tng. JONASCH (8. dieses Heft S. T 143-T 146) erlautert. 
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DZI~CIELAK, R. 

Thermal Aspects of Propagation and Decay of Acceleration Waves in a 
Fluid-Saturated Porous Viscoelastic Solid 

The paper deals with the propagation of acceleration waves in a fluid-saturated porous medium. The two-phase 
medium is the system consistingof a porous viscoelastic solid skeleton filled with a viscous compressible fluid. While 
viscous stresses in the fluid are neglected, we assume that the fluid can exert a, velocity-dependend friction force on 
bhe skeleton. The next assumptions are as follows: 
- the fluid flow through the pores is laminar, 
- the porosity of the medium is constant, 
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- the medium is statistically homogeneous and isotropic, 
- each constituent has i ts  own temperature field, 
- the effects of chemical reactions have been omitted, 
- displacements and displacement gradients of the solid skeleton and the fluid and their velocities are small. 

Thermodynamic influences on the propagation of acceleration waves in a fluid-saturated porous elastic medium 
were considered earlier by BOWEN and CHEN [l]. However, these considerations were based on the theory of 
mixtures. The propagation of acceleration waves in such media with elastic and viscoelastic skeleton described by 
BIOT’S theory was considered by the author [2-41, but thermal effects were omitted. 

The basis of these considerations are the equations of motion of such a medium formulated by BIOT [5 ]  and 
the linear constitutive relations of thermoconsolidation obtained by DERSKT [Sl. The considered medium is described 
by the following constitutive relations: 

- - -  
where A ,  N ,  Q and are the integral operators defining viscoelastic properties of the medium, p8, Tar, pr8 and rf 
are the integral operators connected with thermomechanical properties of the medium, azf are the components of the 
stress tensor in the solid skeleton, a is the reduced pressure in the fluid, are the components of the solid skeleton 
strain tensor, E and 0 are the dilatations of the solid skeleton and the fluid, respectively, 8, = T, - To and = 
= T, - To are the relative temperatures of the solid skeleton and the fluid, respectively, qr and q, are the specific 
entropies of the solid skeleton and the fluid referred to  a total volume of the medium, ct and cf are the specific heats 
of the constituents. 

The balance equations written for a singular surface lead to  the following statements: 
1. Acceleration waves in fluid-saturated porous media consisting of definite conductors are always homo- 

2. Acceleration waves in such a medium consisting of non-conductors are not homentropic, in general. 
3. Acceleration waves in fluid-saturated porous media consisting of non-conductors are homentropic in the 

a. If there is not any relative motion between the solid skeleton and the fluid, or 
b. If the constituents of the medium are incompressible and the temperature gradient of the fluid is conti- 

c. If the relative temperature of the fluid is equal to zero. 
The homothermal acoustic tensor is symmetrical and depends only 011 the initial values of the relaxation 

functions. The acoustic tensor is non-symmetrical in the case of a medium consisting of non-conductors. This 
fact is caused by the terms connected with transport of heat with the fluid which flow out of the control volume of 
the skeleton. These terms will vanish in the propagation conditions if we consider the homentropic waves. In such 
a case the acoustic tensor (the homentropic acoustic tensor) is symmetrical. 

As usual in such a two-phase medium two longitudinal waves and one rotational wave are propagated. In the 
isotropic and homogeneous medium the speeds of propagation are constant. Speeds of propagation of the homother- 
ma1 waves and the homentropic rotational wave depend on the mechanical properties of the medium only. Speeds 
of propagation of the homentropic longitudinal wave depend on the thermomechanical properties of the medium. 

For an acceleration wave propagating into a medium consisting of definite conductors the “thermal amplitu- 
des” are related to  the kinematical amplitudes. In  the case of a medium consisting of non-conductors the ‘(entro- 
pic amplitudes” are expressed by the kinematical amplitudes as well, but the relations are nonlinear. For the homen- 
tropic wave the ‘(entropic amplitudes” are linear functions of the kinematical amplitudes and are independent of 
the disturbances of the medium in front of the singular surface. 

The changes of the amplitudes of waves as functions of distance x are described by the parameter x .  The 
differential equation governing the parameter x has been obtained from the equations of balance of linear momen- 
tum in the usual way [4]; its solution has the form 

thermal. 

following cases: 

nuous, or 

where Co is a constant, p, and p, are the mass densities of the solid skeleton and the fluid, respectively, referred to 

a total volume, U is the speed of propagation, b is the damping coefficient between the fluid and the solid, rp;(O) 

is the term dependent on the initial values of the relaxation kernels, pr is the term dependent on the thermome- 
chanical properties of the medium, k = 1 denotes the longitudinal wave of the first kind and li = 2 denotes the 

longitudinal wave of the second kind. The first term b( l  - QZUzin the square bracket is connected with the ampli- 
tude damping caused by the relative motion of fluid and skeleton ; this damping through the speed of propagation 

k k .  

k 

k k  
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k 
depends on the initial values of the relaxation functions and damping coefficient b. The second term v;(O) descri- 

hes the change of the amplitude connected with viscoelastic properties of the medium. The last term prU2 ex- 
presses the additional damping resulting from thermal influences taken into account. 

B k  

The sign of this term can be different. It depends on values of parameters describing thermomechanical pro- 
perties of the medium. A niimerical analysis of the parameter x pertaining to  a kerosene-saturated sandstone, 171, 
reveals that the physically motivated requirement lim x = 0 is satisfied in this concrete case. 

k 

k 

2 - a  
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FOTIU, P. ; IRSCHIK, H. 

Statisch unbestimmte Sandwichbalken mit nichtlinearen Stoffgesetzen 

Die Berechnung stofflich nichtlinearer Tragwerke erfolgt allgemein nach einer inkrementellen Methode ; die klassi- 
sche Vorgangsweise betrachtet dabei zwar ein linear elastisches System, dessen Steifigkeit aber schrittweise und 
ortlich unterschiedlich geiindert werden mu13. Alternativ dazu kann das stofflieh nichtlineare Verhalten durch eine 
veranderliche fiktive Zusatzbeanspruchung des linearen Tragwerks ausgedruckt werden, wobei die Steifigkeit des 
Systems unverandert bleibt. Die Zusatzbeanspruchung ist mechanisch konsistenterweise in der Form von einge- 
pragten Eigenspannungsquellen einzufuhren; wie in [l], [2] gezeigt, handelt es sich dabei im Falle eines elasto- 
plastischen 17011querschnittes um fiktive Temperaturbeanspruchungen. Diese Methode wird im folgenden auf den 
statisch unbestimmten Sandwichbalken unter quasistatischer Querbelastung p mit dunnen, Atofflich nichtlinearen 
Deckschichten und nichtlinearem Kernkriechgesetz erweitert. 

Die Eigenbiegesteifigkeit der Deckschichten wird vernachlassigt. Der Kern wird nur zur ubertragung der 
Schubspannungen herangezogen. (Bezeichnungen s. Bild la). Die nichtlinearen Stoffgesetze konnen immer in der 
allgemeinen Form u = &(& - eN) fur das Deckblech bzw. z = G,(y - yN) fur den Kern formuliert werden. Man 
erkennt die vollkommene Analogie zum linear elastischen Balken mit eingepragten Eigenspannungsquellen E ~ ,  y" 
(vgl. REISSNER [3]). Alle statischen und kinematischen GroBen dieses linear elastischen Ersatzbalkens konstanter 
Steifigkeit werden dementsprechend in den Anteil zufolge auberer Belastung (Index *) und den Anteil zufolge 
Eigenspannungsquellen (Index **) zerlegt. Die Berechnung des letzteren erfolgt mittels einer erweiterten Maysel- 
schen Formel (vgl. [a]) fur die Beanspruchung durch Eigenspannungsquellen. Die entsprechende Herleitung fur 
den r-fach statisch unbestimmten schuhelastischen Balken ist in [ 5 ]  angegeben. Dementsprechend ergeben sich die 
Deformationen im Piinkt k eufolge der Quellen E N ,  Y N :  

die Deformation des statisch bestimmten Grundsystems darstellt. Xi* sind die aus den Elastizitatsgleichungen zu 
ermittelnden statisch Unbestimmten, und die "62 sind die Verruckungen an der Stelle k zufolge X, = 1 im statisch 
bestimmten Grundsystem. a[$!, sind die Momente bzw. Querkrafte des linearen statisch bestimmten Tragers 
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zufolge einer Einzelkraft Fk = 1 im Piinkt k. m iind q stellen iihcr drnQuerschnitt intcgricrte Eigrnspnnniingsquellc~i 
dar : 

(3) 

Fiir den Sa,ndwichquerschnitt gilt speziell (s. Bild 1 8) : 

Zur Berechnung der noch unbekannten Eigenspannungsquellen m, q wird ein n u m e r i s c h e s  V e r f a h r e n  
angegeben : 

Die Zeitachse wird in Intervalle j der Lange A t ,  und der Balken in pr  Intervalle k der Liinge AZ, unterteilt. 
Alle zu berechnenden GroBen werden nur mehr zu den Zeitpunkten t j  und in den Intervallmitten rL. ausgewertet. 
Die verteilten Eigenspannungsquellen werden durch Treppenfunktionen ersetzt. Ausgehend von einem bckannten 
Zustand zur Zeit t j - * ,  gilt fur die SchnittgroBeninkremcntc im Interval1 At,:  

mib dill, = [AMj l ,  ... , d M j k ,  ... , dMjpl]T und A Q ,  = [AQj l ,  ... , A&, ... , AQjp,lT. Dahei kiinncn die Ariteile zu- 
folge Eigcnspannungsbeanspruchung wie folgt dargestellt werden : 

A M ,  = AM; + AM;* , 

AM;* = i l I ( m ) d ~ j  + M(q) Aqj  , 

A Q ,  = AQj’ + AQj:* (5.a), (5.b) 

AQJ* = Q(”) / I m j  + Q(Q) dqj (6.a), (6.b) 
mit d9nj = (Amjl,  ... , Amjk,  ... , Amjp,]T und dq, = [dq j l ,  ... , Aqjk, ... , Aqjp l ]T .  Die Greenschen Matrizen M@), 
M(q), Q(”‘), Q(f) enthalten die EinfluBzahlen aufolge Einheitseigenspannungsquellen in den Stutzstellen. Sie konnen 
durch Einsetzcn von A m ,  = 1 bzw. Aq, = 1 in die Gleichungen (2) bzw. (1) aus den Elastizitiitsgleichungen als 
ZwangungsschnittgroBen in einfacher Weise ermittelt werden. Kennzeichnend fur  das Verfahren ist, daB diese 
EinfluBgroBen nur einmal zu Beginn der Rechnung ermittelt werden miissen. Hierin kommt eben zum Ausdruck, 
daB die Steifigkeit des Tragwerkes wahrend des Berechnungsganges nicht geandert wird. 

Die inelastischen Stoffgesetze stellen einen nichtlinearen Zusammenhang zwischen Amjk und AMjk bzw. zwi- 
when Aqjk und AQjk dar. Dabei wird elastoplastisches Deckblechverhalten angenommen, so da13 eine finite Bezie- 
hung dmjk(dMjk)  vorliegt und das entstehende nichtlineare Gleichungssystem ( 5 )  fiir A M ,  iterativ gelost werden 
muB. Das Kernkriechgesetz hingegen wird durch die zeitliche Differentialgleichung i = f (&,  q, t )  dargestellt. Solche 
gewijhnliche Differentialgleichungen konnen numerisch derart integriert werden, daB die Aq, nur mehr vom bereits 
hekannten Zustand zu Beginn des Zeitschrittes At ,  ahhangen. Das bedeutet, daB nicht das  gesamte Gleichungs- 
system (5), sondern nur der Teil (5.a) iterativ gelost werden muB, da  die Aq, von vornherein bekannt sind. Der 
Sandwichbalken demonstriert also anschaulich die beiden moglichen Berechnnngsmethoden bei Vorliegen inelasti- 
sc her S toffgese tzr . 

Uild 1 b. Dimensionslose Stiitz- und Prldmoniente iiber 
dimensionaloser Zeit ziifolge nirlitlinoaren Kemkriectiens 
bei linear clwtischem ne~klilech tinter konstnnter Lnnt 
6,  n, 7 3 - Fiir n; lira H, 

Als Beispiel wird ein Zweifeldtriiger nach Bild l a  behandelt. Unter der Annahme linear elastischcii Dr ck- 
bleehes und nichtlinearen Kernkriechgesetzes nach NORTON-BAILEY (+N = BItnr: Aq, = B,(Qj- l /AJn* At ,  mit 
B, = 1 / ? 9 ( ~ , ) ~ *  (vgl. ZIEGLER [6], S. 178)) sind die zeitlichen Verlaufe der dimensionslosen Stiitz- bzw. maximalen 
Feldmomente fiir p = pnH( t )  in Bild l b  dargestellt. Kine Dimensionsanalyse zeigt, daB das Ergehnis neben elasti- 
when und geometrischen KenngroBen nur mehr von den dimensionslosen Materialparametern n, und B, = 
= dt(G,)n~/.O(t,)”~ abhangt. Als weiteres Beispiel wird dcr glciche Trager, aber mit linear elastischem Kern und nicht- 
linearem Deckblech nach RAMBERG-OSGOOD ( E ~  = Bunb: nm, = H?b[(Mj-l $- A M ,  - M F ) ~ ~  - ( M , -  1 - M F ) % ’ ] /  

Albh*b+ 1 ini plastizierenden Bereich, M p  elastischcs (:rcnzmoment) iinter qiirtsistatiseh wechselnder Helastung be- 

h 
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Bild 1 r. Dinlensionnlose Stiits- unil Feldmomente bei linenr elsstisehem Kern Rild 1 d. Zeitlichcr Verlniif der idecllen Eigensgannun~s~urllen am Ort des 
und elas~isrl~-ylasti~clien~ Derkblerli unter zritlich verlnderlicher Belnstung 5 ; Feldmomentes 
nb = n;  nb = o . ~ . i o - ’  

trachtet (Bild lc). Wieder zeigt sich, daB eine dimensiondose JJosnng (s. Bildcr lc, d )  moglich ist, welchc noch von 
den Materialparametern na und Ba = Bw;! abhangt. 

Ziel der Arbeit war die Entwicklung eines Berechnungsverfahrens fur atatisch unbestimmte inelastische 
Sandwichbalken unter Zuhilfenahme bekannter Losungsmethoden fur linear elastische Balken. Der vorgestellte 
inkrementclle Algorithmus verwendet EinfluBzahlen, welche ails den Greenschen Funktionen des linear elastischen 
Balkens zufolge Einzellasten hergeleitet werden. Weil im Laufe der Rechnung die Balkensteifigkeit nicht geandert 
wird, konnen diese RinfluBzahlen zu Beginn ein- fur allemal ausgewertet werden, und die zur Losungsberechnung 
nijtige Itcrat.ion beschrankt sich ausschlieBlich auf das Stoffgesetz. 
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Fortschreitende Plastizierung mit Wechsel des Tresca-Regimes 

Die Trescasche FlieDbedingung wird gern angewandt, da sie in vielen Fallen zu geschlossenen Losungen fuhrt. Ihr 
Nachteil hesteht in den Kanten der Fliebflache. Bei den folgenden Scheibenproblemen durchwandert der Span- 
nungsbildpunkt eines Sonderbereichs der Scheibe mit zunehmender Plastizierung eine Ecke des Tresca-Polygons. 
Besonderes Augenmerk ist dabei auf die Stetigkeit der plastischen Dehnungen zu richten. 

Abh. 1 a zeigt die Verteilung von Radial- und Umfangsspannung in einem stillstehenden idealplastisrhen 
Querprebverband. Fur Radienverhaltnisse a/b < l / e  existiert ein kritisches UbermaB, das zum Verschwinden der 
Umfangsspannung am Innenrand der Nabe fuhrt. Bei uberkritischem UbermaB 1aBt sich die Spannungsverteilung 
fur idealplastisches Verhalten nicht mit Hilfe der Trescaschen FlieDbedingung berechnen. Ahnlich wie im FalIe der 
rotierenden Vollscheibe schafft jedoch die Berucksichtigung einer Verfestigung Abhilfe [ l j .  Es zeigt sich, dab die 
Spannungsbildpunkte in einem an die Fuge angrenzenden Sonderbereich der Nabe wahrend des Fugens von einem 
Regime des Tresca-Sechsecks in eine Ecke wandern [2]. 

Hier wird der EinfluB der Rotation auf die Spannungen im QuerpreBverband mit unterkritischem UbermaB 
untersucht. Der plastische Bereich dehnt sich infolge der Rotation nur unwesentlich au8 ; die Spannungen werden 
aber angehoben, und bei einer von Radienverhaltnis und UbermaS abhangigen kritischen Drehzahl wechselt die 
Radialspannung an der elastisch-plastischen Grenze ihr Vorzeichen (Ahh. 1 b). Bei weiterer Steigerung der Drehzahl 
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setzt sich der plastische Bereich aus drei Teilen zusammen, wie Abb. l c  zeigt: Im inneren Teil, a 5 r 5 r,, gilt 
weiterhin u, - a? = u, und deg = -d$. In den anderen beiden Teilen ist 6, = u, und de; = -a$. Diese unter- 
scheiden Rich darin, daB im Sonderbereich, r, 5 r 5 r,, eine plastische Vordeformation gemal3 dEg = -def vorliegt, 
welche im arideren plastischen Bereich, r, j r 5 r2, fehlt. Am abnehmenden Grenzradius rl durchwandern die 
Spannungsbildpunkte eine Ecke des Tresca-Polygons (Abb. 2). Die plastischen Dehnungen sind schematisch auf 
Abb. 1 d dargestellt. Im folgenden werden die Spanniingen und die Verschiebring im Sonderbereich und im auderen 
plastischen Bercich ahgeleit,et. 

ZAMM - Z. angew. Math. Mech. 66 (1986) 4 

I Ib= 0 

* r  r 

I- C 

I d 

Abb. 1. a) Spannungen im stillstehenden QuerpreOverband, b) Spannungen in Abb. 2. Weg eines Bildpunktee des Sonderberelche anf der 
der Nabe bei kritiscber Winkelgeschwindigkeit, c) Spannungen in der Nabe bei 
tiberkritischer Winkelgeschwindigkeit, d) plartische ilehnungen in drr Nabe bpi 
ilberkritischer Winkelgeschwindigkeit 

Spannungsebene 

Die FlieBbedingung laiitet 
u, = a,. 

Dnmit liefert die Bewegungsgleichung 

Aus der Flicdrcgcl dct = 0 folgt, daB im Sonderbereich, rl 5 T 5 r,, der plastiache Anteil der Radialdehnung i$ = 
= F y ( r )  iinabhangig vom Lastparameter w2 ist. Das Hookesche Gesetz ergibt 

und nach Integration 
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Im auBeren plastischen Bereich, r, 5 r r,, fehlt die bleibende plastische Dehnung &per. Die Zusammensetzung 
der Bereiche sowie numerische Ergebnisse findet man in [ 3 ] .  Auf einen sehr ahnlichen Formalismns fuhrt die Losung 
des ~7armespannungsproblems der Scheibe mit ringformiger Warmequelle [4]. 

Charakteristisch fur die fortschreitende Plastizierung mit Wechsel des Tresca-Regimes ist das in der Verschie- 
bung auftretende Integral iiber die bleibende plastische Dehnung. Bei Werkstoffen mit Verfestigung erscheinen 
solche Integrale aiich in den Spannungen. 

1 GAMER, U., Elastic-plastic deformation of the rotating solid disk, 1ng.-Arch. 64, 345 (1984). 
2 GAMER, U., Elastic-plastic shrink fit with super-critical interference, Acta Mech. 
3 GAMER, U.; KOLLMANN, F. G., A theory of rotating elasto-plastic shrink fits, 1ng.-Arch. 56 (1986). 
4 GAMER, U.; MACK, W., Thermal stress in an elastic-plastic disk exposed to  a circular heat source, ZAMP 36, 568 (1985). 
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Propasgation of Ultrasonic Waves in Plastically Predeformed Bodies 

The controversial subject of the influence of plastic predeformation on the propagation of ultrasonic waves was 
investigated by G. C .  JOHNSON [ I ]  and by M. KOBAYASHI [2]. A new approach is offered in the following. 

The equation of motion of a small disturbance superimposed on a static predeformation reads in initial frame 
of reference 

where t$K means the Cauchy prestress, uI is the displacement of the disturbance, sIJ the stress associated with it 
and e* the density in the predeformed state [ 3 ] .  The derivation of this equation is based on the decomposition of 
total stress and displacement in static parts belonging to  the predeformation and small dynamic parts representing 
the disturbance. 

Presuming small predisplacement gradients auf/aX, one obtains for isotropic hyperelastic materials [a]  
S I J  = Q I . r K I ; e K L  (2) 

with 
c I J K L  == A d I J d K L  + p ( d I K 8 J L  + d I L s J I )  + [(-A + v 1 )  B I J h K L  + (-11 f v2) ( d I K 8 J L  + 8 I L d J K ) l  e i . 3  + 

+ W + ~ 2 )  ( e L 8 g L  + e i R d u )  + 2(p + v3) (e:s&t + eirr,dJK + e i J K d 1 1  + e51,drs) (3) 
and 

f?RL =- 2 -+-). axL a x K  
( a u K  auL 

(4) 

The moduli A, p, v,, v2, vs are the Lam6 constants of second and third order, respectively. 
A material that has undergone homogeneous plastic deformation followed by complete unloading exhibits 

elastic behavior. Thus, its stress-strain relation for a superimposed disturbance should again have the form of (2). 
But there, for elastic plastic predeformation, only the elastic parts of the prestrains enter and furthermore, due to 
plastic flow, the isotropic material has become orthotropic. Therefore, the modified constitutive relation reads 

where erJ means the plastic part of the prestrain and pl  and pz are two constants, allows for the fact that, by plastic 
deformation, e.g. during rolling, the previously randomly oriented crystallites are aligned parallel to  a preferred 



T 140 ZAMM - Z. angew. Math. Mech. 66 (1986) 4 

direction and that, with increasing order, the originally isotropic gross behavior is changed into orthotropic behavior. 
The above relation substitutes a statistical theory describing the influence of plastic strain on the bulk moduli, 
which is still lacking. Since small plastic predeformation refirilts in slight anisotropy, only the second order moduli 
not, multiplied by a Rmall quantity have to be modified. 

Experiments show that, even under applied load, iiltrasonic waves am propagated elastically and therefore, 
the validity of (5 )  is postdated for complete cycles of loading and unloading. 
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Computerized Experimental Set for the Study of Acoustic Emission 
in Materials 

The acoustic emission (AE)  technique is a modern and increasingly frequent nondestructive method for the study 
of materials. Its systematic development has led to  its wide range of application both in laboratory and field studies. 
Recently a new laboratory set for A E  studies in soils for agrotechnical purposes has been built in the Technical 
University of Lublin. The construction of the set has been designed for the purpose of studying other materials, 
such as: metals, rocks, plastics, etc. Studies are carried out in a triaxial apparatus additionally equipped with an 
AE monitoring system. The triaxial apparatus is a special system differing from the classic solution by the use of 
the electrohydraulic servomechanism as  a power drive, which enables dynamic loading of the sample within a 
per-set programme. These programmes are to  imitate real actions of soil of cultivation tools or agricultural vehicles. 

Programmes of loading samples 

The scheme of the set design is presented in fig. 1. Soil sample 1 is placed in the measurement cell and exposed to 
triaxial pressure, depending on the kind of the study programme. The programme of loading the sample is encoded 
in the memory of the CAMAC controller 11, which, with the help of amplifier 4 and electrohydraulic transducer 3, 
controh 2 which brings about the loading of the sample. The programme is controlled by displacement gauge 5 and 
force measurement gauge 7. By closing the feedback loop using measurement force or displacement, the classical 
servomechanism of force or displacement is reached. Thus, i t  is possible t o  realize precisely the conceived programme 
of displacement or loading of a given sample. The electrohydraulic transducer 3, used in the power transmission is 
a high-class transdiicer of the DOWTY-MOOG which guarantees for the simulation of practically all real actions on 
soil. 

Fig. 1. A scheme of the set  
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Measurement systems 

During the experiment three basic parameters are measured ; force, displacement and AE, as well as other parameters, 
as temperature, cell pressure, etc. Tensometric gauge 7 and dynamic bridge 8 guarantee for the measurement of 
force with high accuracy of O , l % .  The displacement measurement system consists of the inductive gauge 5 and 
an amplifier of the firm CENSOR of the range f 2  mm and accuracy of 0,5 pm. 

For the measurement of the AE signal the Polish DEMA-10 set has been employed. The set consists of piezo- 
electric pick-up 9, preamplifier, and amplifier 10 with a high-pass filter. The use of the DEMA-10 set permits the 
counting of AE impulses assessing the AE signal strength. 

The collecting and analysing of results 

The information from the measurement gauges 5, 7, 9 is traiismitted to  A/D transducers of the CAMAC system and 
then recorded on magnetic tape of the casette memory 12. It is possible to record the whole information of the 
experiment or only a selected part considered to be important. The selection is performed in real time, following 
pre-set criteria, by the CAMAC casette and the microcomputer SPECTRUM 13 coordinated with it.  Results thus 
registered are, at a later time, analysed freely 011 the same microcomputer 13. I t  is also possible to observe the experi- 
ment in a different time scale on monitor 14. The stochastic analysis of AE and other signals is also performed in 
real time by use of the Hungarien stochastic arialyser 15 type NSA-1000. 

Address: Dr. W. GOLYGOWSKI, Technical University of Lublin, Lublin, Poland 
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Energy Release Rates of Straight Interface Cracks in Self -Stressed 
Adhesive Joints 

1 .  Introduction 

The failure behavior of compound materials has many principal facets. One of them is the delaniination effect where 
interface cracks separate two layers of a composite from each other. Today there exists an extensive literature about 
the interface crack problem [ 1-31. In this paper, the fracture behavior of thermally loaded lnultiphase composite 
structures is studied containing interface cracks which are situated along the straight interfaces of these compounds. 
Pigure 1 shows a typical cross section of a three-phase composite cylinder of infinite length containing an interface 
crack i n  one of both interfaces. Further, a t  time t 2 t*  the cracked three-phase solid, having for t < t* the constatit 
temperature To of the unstressed initial state, is subjected t o  a constant temperature distribution T = TI = TI1 = 
= Trlr # To. The corresponding mixed boundary-value probIem of the stationary plane thermoelasticity has been 
solved numerically under the assumption of plane strain conditions as well as of the tension-freedom of the external 
surface S and of the crack surfaces S+ u S-, respectively, using the finite element method. 

2. Numerical stress analysis 

2.1 F o r m u l a t i o n  of a mixed  b o u n d a r y - v a l u e  p rob lem 

By introduciiig Airy’s stress function 3’ the following mixed boundary-value problem of the t,hermoelasticity has to 
be solved: 

V 4 k i ( X ,  Y) + ~- VZT,(X, y) = 0;  ( j  = I, 11,111) (1) 1 - v j  

with the boundary conditions 

c r g q  = 0; (i, j = 5, y) . (2) 

[bZ&, Y ) l z = q  = [u&, Y)lz=z, = 0 > (31, (4) 

Furthermore, at the uncracked parts of the material interfaces l’, ( j  = 1, 2) the continuity conditions 

[u&, Y)la=z, = [wy(z ,  Y)lz=z, = 0 
have to be fulfilled. 
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The boundary-value problem (1)-(4) has been solved by nieans of the finite element method. Moreover, in 
case of the cracked three-phase solid, a combination of optical glasses ZK5 (segment I ) ,  BK7 (segment 11) and 
a glass seal (gluing layer 111) were used in the calculations. Besides, the geometrical data used in the calculations 
were chosen to ro = 16,5 mm, d = 0,5 mm, yo = 70". Furthermore, the temperature distribution in the three- 
phase composite structure was given by TI = TI1 = TIII = AT = -560 "C. Fig. 2 shows the calculated crack 
edge displacements for an interface crack (crack length a = 3,6 mm) starting at point A of the external boundary S 
and growing quasistatically along the interface into the interior of a three-phase composite structure (material 
combination ZK5/GS/BK7). It can be seen that  an asymmetrical crack opening takes place. Moreover, due to the 
existing thermal stress field in the three-phase solid mixed mode loading of the crack surfaces occurs. Further, 
investigations given in [a] show remarkable differences between the values of the crack opening displacements for 
interface cracks lying in the interfaces of a three-phase or a two-phase solid, respectively. 

G IlO'Nmm~'1 

Fig. 2. Crack edge displaremeuts for an iiiterlace crack iii a three-phase solid ; 
(magnification factor of the displacements: 2000) 

Fig. 3. Straiii euergy release ratea as functioiia of cruck lcilgtli 
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2.2 D e t e r m i n a t i o n  of s t r a i n  e n e r g y  re lease  r a t e s  
The calculation of strain energy release rates a t  the t ip  of a quasistatic extending crack in the interface of a ttiree- 
phase composite structure has been performed by using a modified crack closure integral [ 5 ] .  

Fig. 3 gives the result of finite element calculations showing the combined appearance of strain energy release 
rates GI and GII, respectively, which can be summarized to  a total strain energy release rate G = GI + GI1. Moreover, 
the influence of different material combinations on the values of strain energy release rates of interface cracks lying 
along the interfaces of two-phase composite structures has been studied. Finally, a comparison of these numerical 
calculations with the results of cooling experiments performed with brittle multiphase composite structures showed 
that curved thermal cracks only are realized in the experiments because the values of the specific fracture energy 
at the tips of the interface cracks do not reach the critical values of the strain energy release rate valid for the 
single components of the multiphase solids. Besides, in case of an interface crack the appropriate directional critcriori 
for brittle crack growth would not be fulfilled [4]. 
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Nuirierische Untersuehung einor Schoibenstruktur mit Cosserat-Eigenschaften 

1. Einleitung 

1tegelmiiiSig strukturierte Scteiben lassen sich als linear elastisches Koiitinuum betrachten. Vergleicheride Rechiirin- 
gen bei v. BROOCK [l] habeii gezeigt, daB die in Abb. 1 gezeigte Scheibe hinsichtlich globaler Verschiebungen durch 
eine Kontinuumsrechnung nach der klassischen Theorie sehr schlecht beschrieberi wird. Eine Kontiriuumsrechnung 
nach der Cosserat-Theorie liefert hier richtige Ergebnisse. 

Im  folgenden wird gezeigt, da13 unter bestimmten VorauBSetzungen aus der Cosserat-Kontinuumsrechnung 
lokalc GriiBen, d. h. Spannurigen an eiiiem materiellen Punkt der Scheibe, ruckgerechnet werden kijnnen. 

2. Die Scheibeiistruktur 

1 1 1  Aiilchiiuiig ati die voii Bssuu 121 vorgestellte eberie Struktur aus stamen Klotzen und Blattfederii wird hier eine 
iihnliche untersucht, die vollstandig aus elastischem Material besteht (Abb. 1). Unter Ausnutzurig der regelmii13igen 
Strukturierung lassen sich charakteristische Elemente finden (Abb. 2). Als Stoffkonstanten des homogenen, linear 
elastischen Grundmaterials sind der Elastizitatsmodul zu 1 ,O und die Querkontraktionszahl zu 0,3 gewahlt. Die geo- 
metrischen Abmessuiigen sind als Vielfaches der Einheitslange I,, angegeben. Durch unterschiedliche senkrechte ( B , )  
und waagerechte (B,) Stegbreiten lassen sich die Eigenschaften der Scheibe variieren. lliese Mafit: sind iii Abb. 3 
und Abb. 4 jeweils angegeben. 

3. Ileferenz- und Koritinuumsrechriung 

Uin die Uiite der Kontinuumsrechnung und der daraus ermittelten Spannungen beurteilen zu kiinnen, wird eine 
Refereiizrechnung durchgefuhrt. Nachdem ein charakteristisches Element gemiiD Abb. 2 durch finite Dreiecksele- 
mente abgebildet und die Freiheiten innerer’ Punkte eliminiert sind, erfolgt der Zusammenbau einer Scheibe mit 
64 charakteristischen Elementen unter Nutzung von Substrukturtechnik. Lagerung und Belastung (Abb. 1) fuhren 
auf globale Verschiebungswerte einzelner Punkte der Scheibe. AnschlieBend werden durch Ruckeinsetzalgorithmen 
Spariiiungen an materiellen Punkten der Scheibe bestimmt. 
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Abb. 2. Charakteristisches Elenieiit 
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3. YarglriclisspeniiuiiBeii &in Puiikt P fur eiiie wtrugereciite Yleinentreilie Abb. 4. Yergleicli~~paiinungen am Pinlit P fur eine eenkrrclite Elementreihe 

Zuin Zweck einer Konthuumsrechnung werden zunachst die Ersatzstoffkonstanten des durch Aussparungen 
geschwachten Grundmaterials bestimmt. Eine Moglichkeit der Ermittlung ist in der Kurzveroffentlichung des 
Herrri Dip1.-Tng. DORAU erlautert (siehe S. T 131 -T 133). Mit einem FE-Programm, in welches die GesetxmiiBig- 
keiten des Cosserat-Kontinuums eingearbeitet sind, werden VerschiebungsgroDen bestininit. Lagerung und Be- 
lastung sind aus der Referenzrechnung ubernommen. AnschlieDend lassen sich hieraus die Cosserat-Spannungen 
errechnen. Sie haben fur das Griindmaterial der Scheihe unmittelbar keine Bedeutung und zeigen kontinuierliche 
VerlLufe. 

4. Ruckrechnung yon lokalen GroSen aus der Hontinuumsrechnung 

Aus den lokalen GroDen, d. h. dem Vervchiebungsfeld eines charakteristischen Elementes, den Dehnungeri und den 
Spannungen, werden letztere (hier am Punkt P in Abb. 2) ausgewahlt. 

am zu unter- 
suchenden Punkt P infolge eines am charakteristischen Element herrschenden Cosserat-Einheitsspannungsvektors 
- c C  in einer Matrix von EinfluDfaktoren zusammengestellt. Zur Ruckrechnung der Spannungen aus der Kontinuums- 
rechnung werden diejenigen Cosserat-Spannungen mit der Matrix der EinfluDfaktoren multipliziert, die fur die 
Koordinaten der Mitte eines charakteristischen Elementes innerhalb der Scheibe ermittelt wurden. Fur den so ge- 
fundenen Spannungsvektor g P  des Punktes P sind die Vergleichsspannungen nach der Hypothese von Y. MISES, ah 
Vielfaches des Elastizitiitsmoduls des Grundmaterials, in Abb. 3 und Abb. 4 uber den Elementnummern einer 

Wahrend der Ermittlung der Ersatzstoffkonstanten werden die Spannungen $,, c,'y und 

10 Z. angew. Math. Mech., Bd. 66, H. 4 
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senkrechten und einer waagerechten Reihe (8 .  Abb. 1) aufgetragen. Die Spannungswerte der Referenzrechnung 
sind durch eine durchgezogene) die der Cosserat-Kontinuumsriickrechnung durch eine gestrichelte Linie verbunden. 

Die ruckgerechneten Werte der Vergleichsspannungen zeigen gute ifbereinstimmung mit den Referenzwerten 
besonders fiir die charakteristischen Elemente, die im Inneren der Scheibe liegen. Ein konstanter Gradient der 
Cosserat-Spannungen in der untersuchten Richtung macht sich durch einen senkrechten Versatz (konstante Ab- 
weichung) der beiden Linienziige bemerkbar. Starke Anderungen des Gradienten konnen einen seitliehen Versatz 
(Nacheilen in Abb. 3b) hervorrufen. Diese Auswirkungen hangen auch von der GroBe der EinfluBfaktoren der 
Cosserat-Spannungen ab. Fur charakteristische Elemente, die am Scheibenrand liegen, treten Abweichungen der 
ruckgerechneten von den Referenzwerten auf, da sich die Cosserat-Spannungen hier aufgrund von Randbedingun- 
gen stark andern. 

ZA1cLM. Z. angew. Math. Mech. 66 (1986) 4 ____ 
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KAFKA, V. 

Quantum Theory of Strength 

The presented concept tries to syntlietize the continuum mechanics (CM) approach and that of fracture mechanics 
(FM). The drawback of the CM approach is its inadequacy for the description of strength, the drawback of the F M  
approach its high claim on the input information. 

Contrary to elasticity and t,o CM, where all the changes are continuous and smooth, the essential character 
of the fracturing process is discontinuous and quantified. The evidence of this fact can be seen e.g. in the stepwise 
popping-in of a crack and the striations forming, in the signals of acoustic emission and finally in the meaning 
for fracture not of the density of elastic energy in one point, but of a quantum of elastic energy in a volume, as is 
well understood in the F M  approach. 

Our quantum theory of strength concept is based upon the stress field calculated according to the CM approach, 
but two hypotheses are added, which are inspired by the F M  points of view: 

a) Tht irifluence of the surface layer must be taken into account. 
b) The meaning of the quantum of elastic energy in a certain neighbourhood of tlic fracturhg locus is decisive. 
In the concept of mathematical elasticity the term “surface layer” does not appear. A body is modelled as an 

open set, of points, i.e. without the surface points. The reasons for i t  arc of a mathematical character, but it reflects 
t,he reality that the effect of the surface layer upon the macroscopic stress field is negligeable. The situation is diffe- 
rent from the point of view of strength, where the influence of the surface layer is very important. However, it is 
very difficult to describe the surface layer and the processes that proceed in it. It is substantially easier to model 
the surface layer by a surface plane, which means that the body is to be understood as two sets: the open set of the 
inner points and the set of the surface points. For the calculation of the fields of stress and strain only the inner 
set plays a role, but from the point of view of strength both sets are taken into account, their properties beitig 
considered as different. If no pieces of informatioii are available from defectoscopy, the charact,erist,ics of Ytrength 
are considered as homogeneous i n  either of the two sets. 

Rigorously, the creation of a macrocrack is iriflueticed by the distribution of elastic eiiergy in the n.liole body 
and by the properties of the loading system. Our model simplifies this complicated reality by assumiiig that the 
decisive factoh is the elastic energy comprised i i i  a specific spherical neighbourhood of the fracturing locus. Of 
course that, this assuinptioii has meaning only for the creation of a macrocrack. For a longer progwss of t,he crack 
t,hroughout the body ncw stress fields and new quatita of energy would have to be calculated. 

On t,he basis of the above advanced hypotheses the following criterion is then formulatcd : “A macroscopic 
crack will be created at  a point if there is concentrated a specific quantum Q of elastic energy in it,s spherical neigh- 
bourhood that is characterized by a specific radius Q (pneighbourhood)”. 

A macroscopic crack is to be understood as a crack that is one order larger than the characteristic length of the 
microstructure. Hence the quantity Q that is specified as a material constant must depend on the microstructure. 

The other parameter of the criterion is the quantum Q. In  contradistinction to p the quantity Q can acquire 
different values: i t  has one value for the inner points and another - lower - value for the surface points; it has 
one value for the creation (or for the onset of the progress) of a crack and another - lower - value for the continua- 

. 
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tion of the crack. Furthermore, Q will change with the state of the material (plastic deformation, temperature, corro- 
sion of the surface layer). In a multiaxial stress-state Q is limited by two scalar quantities: by the supremum of 
its deviatoric part and by another supremum of its isotropic part if the isotropic part of the stress tensor is tension. 

The necessary input information (e and Q) is relatively easy to acquire from simple experiments. 
The best way to  clarify the meaning of the concept is to  present several pieces of experimental evidence the 

explanation and quantitative description of which are enabled : 
1. The difference between the strength in pure tension and in tension a t  pure bending. - It is clear enough 

that the elastic energy concentrated in the pneighbourhood of a surface point is higher in the case of pure tension. 
It can be shown (cf. [I]) that the stress a t  the surface in the case of bending can (in brittle materials) - according 
to our concept - reach a value that can be up to OJW half higher than the value in the case of pure tension. This 
agrees with experimental evidence. From the measurements of strength in the two cases i t  is possible to determine 
the parameters Q and Q. With plastic deformation this effect is lowered, as at bending the stress field is homogenized 
a t  the surface. 

2. The creation of cracks in the matrix of a composite a t  the contact with large inclusions. - The maximum 
stress a t  the contact with one inclusion in an unlimited medium does not depend on the dimensions of the inclusion; 
however, the quantum of energy in the pneighbourhood of a contact point will be higher at a larger inclusion, as 
the dropping of stress with the distance from the contact will be slower. This explains also the lower strength of com 
posites with coarser particles. 

3. The higher relative strength of very thiu bodies. - If a t  loast one of the dimensioiis of the body is smaller 
than Q, then the energy comprised in any pneighbourhood is smaller, as a part of the pneighbourhood coiitains free 
space without energy. Consequently the relative strength, measured by stress, is higher. 

4. The discontinuous stepwise progress of a crack. - If the energy comprised in the e-neighbourhood of the 
tip of a crack reaches its critical value in an elastic state, then the crack starts propagating with increasing velocity, 
as the Qc that is necessary for the continuation is lower than the Qc for the onset (brittle fracture). If the energy in 
the pneighbourhood reaches its critical value in a plastic state, then i t  drops with the progress of the crack towards 
the unplastified zone and after some distance the motion stops. After some time-interval a new plastification and 
homogenization of the stress field raises the energy in the e-neighbourhood and a new step begins. 

5. Slowing-down of the progress of a crack a t  the surface of a body. - The e-neighbourhood of the points a t  
the t ip  of a crack that are near to  the surface of the body comprises partly free space outside the body and therefore 
the energy comprised is low. In  the case that the progress of the crack is parallel with the surface, this leads to the 
arching of the crack front; in the case that the crack approaches the surface in a perpendicular direction, this leads 
to the slowing down of the progress near the surface. 

_____ __- 
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Yiercod Shear Walls in Plastic: Range 

1. lntroductioii 

A structural system consisting of pierced shear walls is frequently used in t,all buildings to resist lateral loads. 
Figure 1 shows a prototype of a pierced shear wall with itsequivdent frame model subject to four cases of lateral 
loadings. The wall is divided into n stories and may have m rows of openings. An equivalent frame model coincides 
with the centroidal axisof columns and beams.The term frame is used to  denote a structure which resists deformation 
entirely by bending action within its members. Beams have infinite flexural rigidity on the parts ug and el. The 
mechanical behaviour of material is idealised by the model of rigid perfectly plastic material. For simplicity of 
exposition it is assumed that wall thickness, height of story and mechanical properties of material do not vary 
within the wdl. The aim of this paper is to  derive simple expressions for design and analysis of such walls according 
to  the theory of plasticity. 
10. 
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2. Formulation and solution of the problem 

-~ - - ~ . . _ _ _ _ _ _ _ _ _ ~  

The problem is defined as one of finding the critical load which will transform the structure into a mechanism. The 
solution of the probleni is proposed by the kinematic met,hod. A possible collapse mechanism is shown in fig. 2. I t  
has one degree of freedom arid a number m(n - 1) of redundancies. For the reason of clarity in fig. 2, the full 
plastic moment Mpp of beams is inserted in plastic hinges of only one beam. 

P 
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Fig. 1 
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Applying the principle of virtual work we obtain the relation 
Cn2h2pk = A + 2nB 

Fig. 2 

(2.1) 
in which C‘ = (ah)-’,  l /2,  116, 1/3 for loading cases a,  b, c, d respectively, h denotes the height of story, 
cal load and 

the criti- 

711. 

where Mpj  denotes the full plastic moment of the j-th column, Mllp the full plastic nionierit of beams, L, is the heam 
span in the (j)-th bay, bj is the width of opening in the (j)-th bay. 

The mechanism in fig. 2 will be the actual collapse mechanism if bending moments in columns nowhere violate 
t,he yield condition 

j = 1, ... , ?n  + 1 , 
j = 1 ,  ... , ttL + 1 , 

(2-2) -&I, 5 M $  5 M,j , 
- - i ~ ~ , ~  5 M $  5 ~ , , j  , 

i ’> 1 , 
i = 1, ... , TL , 

i n  which &l$ and M$ denote bending moments in the j-th c.olumri in the sectioiis slightly above and below the i-th 
beam, respectively. Distributed loading on the column j = 1 is replaced by the concentrated forces in the joints 
“i l” .  Bending moments in columns are taken positive if they produce compression on the right side of column. They 
can he expressed in terms of the m(n - 1)  independent variables. Let these be all axial forces in the beams above the 
beam i =~ n. The axial force carried by the i-th beam in the (j)-th bay will be denoted by Ni j ,  taken positive in 
compression. 

Equilibrium conditions give the following expressions for M $  and MZ 
i - 1  i - 1  

M:j = -2 ( i  - 1)  Bj + Nk,+l( i  - k) h - Nkj(i  - k) h + djiM,P,, 
k = l  f ~-= 1 

i - - 1  i - 1  
ill$ = -2iBj + C Nk,j -l(i - k) h - Nfj(Z - I;) h + ZijiNR 

k - 1  f = l  
in which 

B, = J f l l p ( l  + c j - l b ~ ~ ~  + a,b;l) , 
B1 = M p p ( O . 5  + a , b i l )  , 
Sjl = 0 for j f l ,  Sjl  = 1 for j = I ,  

j = 2, ... , m 
Bm+1 M p p ( 0 - 5  + cmb,’) , 

and M;l is the bending moment in the first column caused by lateral concentrated forces in the joints “il”. The 
linear system (2.2) can be reduced to  the form: 

Jf: 5 M p j  3 -Mpj 5 M $ .  (2.3) 
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It has (m + 1) (2n - 1) weak inequalities and m(n - 1) unknowns Nij(i # n). A solution of the system can be found 
by Dines’s method of elimination of the variables and can exist only if 

(2.4) 
Inequalities (2.4) impose restrictions in the application of the derived expression (2.1) for load carrying capacity 
of a pierced shear wall. For the loading case “b” 

--A + 2iB 2 MiO, 5 A + 2(i  - 1) 3 , Mpj 2 2B,.  

1Mg = 0.5(i - 1)’ h’pk,b = n-’(i - 1)’ ( A  + 2nB) , 
and conditions (2.4) can be reduced to  only one inequality 

A / B  2 (272’ + 2n + lf1lz - n + 1 .  
The dimensions of the pierced shear walls found by formulae (2.1) must be checked by the criteria of stability, duc- 
tility and deformation [l]. 
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KAVEH, A.  

On Statical Bases for a Flexibility Analysis of Planar Trusses 

1. Introduction 

The stress resultant distribution due to a given loading on a structure by a flexibility analysis is given as 

7. = 30P -k B1a 
where Bop is any particular solution satisfying equilibrium with the imposed load and Blq is a complementary 
solution formed from a maximum set of independent self-equilibrating stress distributions (S.E.Ss), known as a 
statical basis. 

The compatibility equations together with the above relation yield : 
r = [B, - Bl(BTFmBJ1 B:FmBo] p 

where G = B:FmBl is known as  the flexibility matrix of the structure. 
For an efficient flexibility method G should be sparse, banded and well-conditioned. In  this paper only the 

former property is considered. Allied to  a statical basis, there is another set associated with the graph model of S,  
known as a generalized cycle basis of S. Methods for selecting such bases are given by KAVEH [l]. 

In  this paper two special methods are presented for generating generalized cycle bases, corresponding to  
localized statical bases leading to  sparse flexibility matrices for planar trusses. The first method employs the asso- 
ciate graph and the second uses a bipartite graph of the stfucture. 

2. The mathematical model 

The mathematical model of a truss is considered to be a finite graph S. The truss is supported in a statically deter- 
mined fashion and supposed to  have no critical forms. The dimension of a statical basis of a planar truss is given by 

where M and N are the numbers of members (edges) and nodes (vertices) of S ,  respectively. The first Betti number 
of a graph G is defined as 

v(S) = M - 2N + 3 

b,(G) = M - N + 1 .  

3a. Method 1 

Let S be a planar truss with triangular panels. The associate graph A(S)  of S is a graph whose vertices are in a 1 - 1 
correspondence with triangular panels of S and two vertices are connected with an edge if the corresponding panels 
have a common member (cf. Fig. 1). 
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Fig. 1. S a n d  d(S) Fig. 2a. S and a v-cycle Fig. 2b .  B(S)  and a cycle 

T h e o r e m  1: For a fully triangulated S (except the exterior boundary), the dimension of a statical basis i s  the 
same as the first Betti number of its associate graph, v(S) = b,[A(S)].  

For trusses with cut-outs A ( S )  contains two types of cycles CI and The substructure of 8 corresponding 
to a C, type is one v-cycle, and the one corresponding to  a CIII type is the union of three v-cycles. A v-cycle is a 
stable substructure whose degree of statical indeterminacy is equal to unity, and one S.E.S. can be formed on this 
sii bstructure. 

T h e  a l g o r i t h m  of m e t h o d  1. 
Step 1 :  Construct the associate graph A ( S )  of S. 
Step 2 :  Select a minimal cycle basis of A ( S )  using the algorithm of the author [2]. 
Step 3 :  Select the v-cycles of S corresponding to the cycles of A(@.  
Step 4 :  Form one S.E.S. on each selected v-cycle to  obtain a localized element of a good statical basis of S. 

E x a m p l e :  Consider a truss as shown in fig. 1, for which v(S) = 11. A cycle basis of A ( S )  consists of five 
cycles of length 6 of type CI and two cycles of lengths 14 and 18 of type CIII. Thus 1 x 5 + 2 x 3 = 11 v-cycles are 
obtained. Two typical cycles of type CI and (7111 and the corresponding Rubstructures in S are shown in fig. 1 in 
bold lines. 

3h. Method 2 

Let S be a planar truss consisting of rectangular panels with or without diagonal members (cf. Fig. 2a). The bi- 
partite graph B(S)  of S is a graph constructed as follows: Associate one node with each row of the panels r,, r,, ... , rm. 
Similarly associate cl, c2, ... , c,, with each column of panels. Connect rt to  cI if the corresponding panel has a diagonal 
member (cf. Fig. 2b). 

T h e o r e m  2: For n truss defined above there holds v(S) = b,[B(S)l .  
T h e  a l g o r i t h m  o f  m e t h o d  2. 

Step 1 :  Construct the bipartite graph B ( S )  of S. 
Step 2 :  Select a good cycle basis of B(S) .  In this selection cycles {rirptct}  with minimum li - j l  + 1.C - 11 should 

Strp 3: Find t,he substructures of R corresponding to the cycles of the selected basis a t  step 2. 
8 t e p  4 :  Construct one S.E.S. on each selected v-cycle to  form a good statical basis for S. 

of Iengt,h 4. The Corresponding v-cycles are then obtained. A typical example of this is shown in Figs. 2 a,  b. 

be chosen. 

Example :  Consider a truss as shown in Fig. 2a,  for which v ( S )  = 6. The cycle basis of B ( S )  consists of 6 cycles 

4. nisciission 

The first method is more suitable for triangulated trusses with or without cut-outs. This method can be modified 
to include other non-regular patterns. The second approach can efficiently be used for trusses with rectangular 
panels with or without diagonal members. The application of both methods can be extended to  space trusses and 
finite element analysis of continua. A complete description and the mathematical justification of the presented 
inethodR are given by the author [3]. 
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